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2 Kronecker, de uniiatibus complexis. 

totum aliquod conficere velim, disquisitionem fere ab initio repetere praeferam. 
Quem ad finem pars prior hnius dissertationis, unitatibus complexis deditae, 
illas disquisitiones numerornm complexorum quasi fundamentales continebit. 
Denique adnotandum recentissimo tempore Clum. Lejeune-Dirichlet, 
dum in Italia versabatur, quaestiones de unitatibus principales ratione maxime 
generali latissimeque patente mira quidem simplicitate tractavisse, quarum 
rerum prospectum nunc in publicum editurus est. Quod quidem cum acci- 
perem bis meis disquisitionibus iam finitis, eas elaborare tamen non plane 
inutile videbatur, et quia hae quae proferentur methodi ab illis methodis 
generalibus omnino differunt, et quia in pertractandis unitatibus ex unitatis 
radicibus compositis quaestiones quaedam se offerunt, quas ipsas tanquam 
speciales alicuius momenti esse arbitror. 



PARS PRIOIL 



§1- 

Ne postea investigationum ordinem interrumpere oporteat, hoc quod 
sequitur lemma, cuius frequens erit usus et quo nonnullae demonstrationes 
praecidentur, antea praemittimus. 

Sint aequationis algebraicae n^ gradus coefficientibus integris (coef- 
ficiens ipsius of sit unitas) n radices: a, ß, jf etc. atque eiusdem aequa- 
tionis, si tanquam congruentiam modulo p (ubi p numerus primus) consi- 
deres, i» radices: a, b, c etc.; sit porro /"(«,/?, y, .. .) functio radicum alge- 
braica Integra symmetrica, congruentiam 

/(«5 Ä ^5 • • •) = /(ö, b,c,.. .) (mod. p) 
locum habere dico. 

Dem. Etenim quamque functionem radicum algebraicam integram sym- 
metricam t(/ei}ftce tanquam functionem integram expressionum : a+ß+)^-\ — , 
aß + ay-] — etc. repraesentari posse constat Ergo f{a, b, c, •..) eadem 
functio integra expressionum : a+b-\ — , a6 -f ac + • • • etc., quae /(«, /?, y, . . 
ipsarum «+/?+/+•••, a/3+ay+«-- etc. sit oportet. Cum vero a+6 + c+-' 
coefGcienti ipsius af"^ i. e. quantitati a + /? + y + • . . pariterque a6 + ac + • • • 
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ipsi a/3+a/ + *** etc. secnndnm modulum p congrua esse notam est, id quod 
contendimns facile coucludi potest 

Nunc sit V nameras primus , cd radix aequationis co'' = 1 primitiva, 
sint porro e, «i, ... «a^, periodi radicum w, quaram quaeque fi terminos 
contineat, ita ut habeamus Ifi^v—l et: 

• • • 

ubi g est radix primitiva ipsius v. Ex quibus aequationibus statim colligitur : 

«x;H-r = «r et l+6+6,H ^- 6^., = 0. 

lam posito 

ubi literis: a, aj, . • • a;i_i numeri reales integri designantur, talem expressionem 
f{€) numerum complexum voco. lam quia omnis periodorum functio rationalis 
tanquam omnium periodorum functio linearis repraesentari potest, productum 
numerorum complexorum rursum in formam ipsius f{e) redigi posse patet 
Deinde eadem, qua Cl. Kummer in disputatione illa iam laudata (§ 1) usus 
est ratione, ex aequatione: 

sequitur, ut sint a = 6, öi = 61 , ... a;.i = i^-i • 

Numeri /(«i), A^Oj ••• A^^-O i^umero f^e) coniuncti dicuntur et fa- 
cile, brevitatis causa f{€)=sf^ /'(6^) = /; etc. positis, aequationes sequentes 
locum habere elucet: 

• • • 

• • • 

Quod aequationum systema ut secundum quantitates a, ai, ... solvamus, 
litera a, aliquam aequationis a^ = 1 radicem designamus. Tum aequatione 
prima in 1, secunda in a, tertia in a^ etc. postrema in a^"^ ductis iisque 
additis aequationem: 



*) Cum illa periodorum functio linearis eadem tanquam functio ipsius c rationalis 
integra repraesentari possit. 

1» 
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(«+ «1 ß + 62 «'+•'•+ «1-1 «*"') {a + Ol «-*+ Ö2 «""+••• + fli-i a"^'~'^) 

pro qnaqne unitatis radice V^ a obtinemus. 

Cum vero expressio e+eia-] h«i-i«^"^ nihil aliud sit, nisi id quod 

Cl. Jacobi in colDiDentatione illa iam supra laudata*) signo F{a) denotat, 
formulaiD 1. c. traditam in auxilium vocamus: 

quae pro quoque ipsius « valore , excepto illo a = 1, locum habet. Qua 
adhibita atque aequatione (III) per ipsum « + 6|a~*+«2«"^ + *'+«2-ia"^'"'^^ 
multiplicata aequatio: 

(posito fi numerum esse parem) oritur, atque pro quoque ipsius a valore 
unitate excepta valet. Unde concludi licet: 

• • • 

• • • 

Quando enim pro quibusvis quantitatibus 6 et e systema aequationum habemus : 
6+6, a H — h6r«'* 4-+62^ia^"^ == c+c^a H — hc^«'' +-+Ci-ia^"S 

• ■ • 

• • • 
■ • • 

6+61 o^-*+-.+6, a^^""*^''+-+6;i_i a = c+c, a^-"'+-+c,a^^-*>'-+...+c^_i a, 

facile prima aequatione in a"^, secunda in a"^"" etc. ducta iisque additis 
aequatio coUigitur: 

i6^-(6 + 6iH h6i_0 = ic^-(c + C|+--- + ca_i) seu 6^ = c^+m, 

ubi m respectu r constans est 

Ut quantitas m definiatur, adnotamus istis aequationibus v additis fieri : 

(VI.) y{a+a, + -' + a,.,) = (/+/; + . .. + /i_,) (€+«, + . ..+€;^_,) + im. 

Cum vero «+6i + '" + «i-i = — 1 sit et a + ai + «'- + a2_i — — (/"+/!+ •••+/i-i) 
esse ex aequatione (III) ibi ponendo a = 1 coUigatur, aequatio (VI) mutatur in : 



*) MoDatsberichte der Berliner Akademie 1837 (S. 128). 
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Quo valore ipsins m snbstituto has conseqnimur aequationes, systemata (U) 
et (V) repraesentantes : 

rVTT^ I fr = a«r + ai«r+iH f-a2-l«r-l5 

pro ipsius r valoribus: 0, 1, 2, ... i — 1. 

lam vero respecta analogia nnmeroram complexonim, qni radicibns 
unitatis ad nnmeros compositos (v) pertinentibus constant, numeros com- 
plexos /"(«) sub hac forma accipere convenit, scilicet: 

quamqnain unitates complexas in posteram illius formae snpra exhibitae 
ponemus. — Productum talium numerorum f^e) rursus in eandem formam 
redigi posse inde elncet, qnod qaaevis periodas tanquam fanctio rationalis 
integra unius repraesentari potest, quodque qnaevis fdnctio integra periodi 
6 per aeqaationem illam gradus ^^, qnamm radices b, £|, ... bx^^ sunt, ad 
gradum (i— 1)*^°^ redigi potest. Denique ex aeqnalitate duorum numerorum 
complexorum aequalitatem singulorum coefficientium coUigi poss6 inde patet, 
quod functio periodi integra gradus (i— 1)*^ evanescere nequit, nisi omnes eins 
coefficientes evanescunt. 

Productum omnium numerorum coniunctorum, tanquam fanctio perio- 
dorum invariabilis integra, numerus realis integer est atque norma appellatur. 
Est igitur: 

et quidem respectu «. Quodsi enim /"(«) tanquam functio alius periodi e. g. 
ipsius CO consideratur, ita ut sit: fi^) ==(p{u))^ apparet esse 

Nm9?(eo) = (p{w)(p[a}^)...(p{ü}^_2) sive Nm9?(eo) = (Nm/'(6))^ 

Neque unquam, ne ex aequalitate signorum ambiguitas oriatur, verendum est. 
Caeterum ex ipsa definitione coUiguntur aequationes: 

Nm/'(6) = NmA«,) et Nm (/(«). 9) (*)) = Nm/'(e).Nm (/)(«). 
Cum sit 

(Smf{e)y = Nm9?(w) = 1 (mod.y), 

posito numerum Nm/'(6) ad ipsum v primum esse (Disput. Cli. Kummer § 2), 
sequitur, ut quaevis norma respectu £ residuum sit k^ potestatis modulo v. 
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§2. 

Ponatur j9 numerus primus eiusmodi, ut sit p^^ 1 (mod.i^), atque sit: 

P =P(«)p(«i)---P(«;i-i) = Nmp(«), 
istos factores ulterius iu factores complexos ex bis ipsis periodis c com- 
positos discerpi non posse atque inter se diversos esse, eadem qua Cl. Kummer 
in disputatione sua (§ 5) usus est ratione probatur. Deinde cum nuper a 
Clo. Kummer demonstratum sit, congruentiam l^^ gradus: 

(a:— «)(a? — 6i)...(a?— «i_i) ^ (mod.p) 
semper babere X radices, si p condicioni sufficit p^^l (mod. v) *), bas ipsas 
designemus literis: e, e,, ... 6;t-i**)- lani baec duo babentur tbeoremata: 

1. Si f{e) numerus est complexus, cuius norma per numerum primum 
p divisibilis est, unus numerorum f{e), f{ei\ . . . secundum modulum p nibilo 
congruus erit; et quando unus numerorum f{e) ipsum p metitur, etiam Nm/'(£) 
factorem p implicat 

Dem. Cum productum A*)/(^i)--'/(^i-i) ftuictio sit algebraica in- 
tegra symmetrica radicum aequationis (a?— «) (a?— «J . . • (a?— 6;i_i) = 0, secundum 
primum nostrum lemma erit: 

f{6) f{6,) . . . /(«i.,) = f{e) f{e,) . . . /(e^^O (mod.p) 

sive Nm/(€)=/(c)/(ei).../(e;_,) (mod.p), 

unde tbeoremata illa sponte manant. 

2. Theorema. Sint p(«)> p(*i)? • • • factores primi complexi numeri 
primi p sitque p(6) ille factor, qui condicionem explet p{e)^0 (mod.p), con- 
gruentia baec locum babebit: 

e^6 (mod.p(«)). 
Dem. Ponatur 

(e-«)p(«,)p(62)...p(«a.i) = y(£), 
unde 

(e-6i)p(«)p(62)...p(«;i-i) = (pM etc.; 
tum erit (p{e)^0 et y (ej ^ y (e,) ^ ••• ^ vi^i-i) == (mod.p), quia omnes 
bi numeri factorem p (e) implicant, quem nibilo congruum supposuimus. lam 
erit secundum illud lemma: 

9^(«)+y(«i)+-- + y(«i-i) = y(e) + y(ci) + -- + 9?(e2.i) = (mod.p). 

*) In commeDtatione „de divisoribus formarum quarundam etc.^ quae proximo 
tempore edetur; vel etiam in commentatione Cli. Schoenemann (Crelles Journal, Bd. 19, 
8. 306). 

**) Adnotamus quodvis er eandem ipsius e functionem integram esse quam ir ipsius t. 
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Deinde erit ^(«f +y(«)y(«i)H — l-9^(«)y(*x-i) ^ vC*)'? cum reliqua producta omnes 
factores p{e) ideoque ipsump contineaut Ergo habemus: (pief^O (mod.p). 
lam Bi p B,A V primum supponitur, erit p*^"^ f= 1 (mod. v) atque (cf. § 3, 1) 

y (6)^""* ^ (p{B^'"'^) =: (p{B) (m0d.p). 

Erit autem 

y («)p''-* = (p{Bf'''-\(p{Bf = (inod.p), 
unde denique: 
y(«)=0 (mod.p), i. e. (e— «)p(€i)p(e2)...p(«A-i) = {mod.p(B)p{Bi)...p{Bi^i))^ 

ergo : 

e—B^O (mod.p(6)). 

Casu p=^v habemus Nmp {b)—v et posito p(b) =/(cü) erit Nm/(a;j = (Nmp («)}", 
ergo Nm/'(eo)^0 (mod. v^). Eaque de re/'(l)^0(mod.y)(disputatioCli.ÄtMmmer 
§ 2); ergo cum sit (1— co) (1— w^) ••• = v, erit quoque /(1)^0 (mod.(l— eo)). 
Deinde propter congruentiam l^cü(mod.(l—co)) habemus /'(eo)^0(mod.(l—cü)). 

lam posito f{w) = (1-co)/^(cü) erit l^mf'{a}) = {mod.v^'^\ 

ergo sicut supra /^(ö^) = (1— ^)/'"(ö^)- 

Qua ratione denique obtinemus f{(o) = (1— (oY tp (co). Est vero 

Nm/(eo) = i/^ = i/" Nm y (eo) , 
unde y (eo) unitatem complexam esse patet. Ergo erit quoque: 

(1— co)^=0 (mod./'(cü)) seu (mod.p(*)). 
Deinde cum simili modo e congruentia Nm(c — 6)^0 (mod.y) coUigatur 
(6— «) = (1 — eo)^i|(/(cü) sive (e — 6)^0 (mod.(l — co)^), 

denique respecta congruentia illa: (1— cü}^^0 {moA. p{b)) habebitur: 

e— «^0 (mod.p(€)). 

3. Theorema. Si duo habentur factores primi complexi non coniuncti 
eiusdem numeri primi p e. g. p{b) et p*(*)? singuli factores p^{b) e singulis 
P[b) multiplicando per unitates complexas deducuntur *). 

Dem. Sint p{e) et p^{e) factores per ipsum p divisibiles, erit: 

p^{e)^0 (mod.p) ideoque etiam (mod.p(a)). 

Est vero e^B (mod.p («)), unde p' {b) ^ (mod.p («)) i e. p^{b) = p (b).(p («), ubi 
(p{B) unitas complexa est, quiaNmp^fc) =p = Nmp(«).Nm9)(a) =p.Nmy(6), 
ergo Nm y («) = 1. 



*) Quod theorema casus tantum specialis theorematis 2 in § 3 est. 
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4. Tkeorema. Qnando norma nnmeri complexi p («) numeniB primas p e&t 
ab ipso V diversns, nnnm tantum nnmeroram p{e) numerus p metiri potest. 

Dem. Sit p (e) ^p (e^.) ^z (mod. p) ergo p (e^) ^i (mod.p (a)). Deinde 
cum habeamus e^e et e^^e^ (mod. p («))*), sequitur, ut sit: 

p[6r) ^0 {mod. p{€)) sive p(0 = ;^(«).y(«)- 
Ergo cum sit: p(«j.fi(€i)...p(f;i»i) ^0 (mod.fi), etiam erit: 

(p{€).p{e).p{e,)...p{€x.i) = p(O^p(fl)...p(^,_l)p(6,+l)••• = (mod.p) 

etiamque 

p{erY^.p{si)...p{e,^,)pi€,^,) ...=p(f,).p(6,) ... = 0»*) (mod.p) 

sive denique 1 = A*)*-P(*)? ^^ Q^^^ ^^^ ^^^ posse facile patet, si in utraque 
aequationis parte normam formes. Tum enim esset 1 = fi.Nm /"(«). 

§3. 

Cum omnes numeri complexi, qui periodis constant, etiam tanquam 
functiones ipsarum radicum considerari possint, cumque iis quae sequuntnr 
haec forma simplicior magis accommodata sit hanc ipsam accipiemus, ubi- 
cunque salva quaestionum generalitate fieri poterit. 

1. Theorema. Quando norma aliqua Nm/'(co) numerum primum p 
continet, qui ad exponentem fi modulo v pertineat, illam ipsam normam fi^ 
ipsius p potestas metiri debet. 

Dem. Cum sit /i.A = v— 1 cumque p ad numerum fi pertineat, 
ponatur p ^ g^. lam erit secundum rationem saepe usitatam : 

f{w)=f{(D), f{wy = f{wP), f{wr=f[a,y'\ ... /«^-' = /(a,''"-"')(mod.p). 
Quibus congruentiis inter se multiplicatis obtinemus: 

f[oiY^p^^'^-^^"''' = f{w).f{w^)...f{ij}^^'') (mod.p). 

Qua in congruentia si deinceps valores : (d% a)^\ ... w^ "* loco ipsius a> 
substituuntur, atque congruentiae , quae hoc modo prodeunt, inter se multi- 
plicantur, fit: 

|/^a>).Aa>^).../(w^'"')P+^+ +''""'= Nm/(a7) = (mod.p) 

*) V. adnotationein Becundam ad § 2. 
**) V. § 3, 1. 
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ßive posito A^)-A^)---A^^"") = y(^): 

y(cü)'+'+-+'^"' = (mod.p). 
lam cum sit l+p+^-'+p^*'' <;p'', certo etiam erit 

Est vero 

(p {^y ^ (p (a/^) =1 (p (cd) (mod.p), ergo (p{a))^0 (mod.p), 

unde mutatis radicibus co oriantor relationes: 

y (eo) = y(eo^) = 9)(eo^'*j = ••• = y (eo^^"'^^) = (mod.p), 
unde denique respecta ipsias 9?(cu) definitione: 

2. Theorema. Normam aliqnam NiD/*(etf) si namerus primus p metitar, 
qui ad exponentem fi modnlo v pertinet quique in l factores primos com- 
plexos e periodis e compositos dissolvi potest, quotiens illius normae et 
summae qnae ea continetnr nnmeri primi potestatis ipse tanquam norma 
repraesentari potest 

Dem. Primum adnotamns summam ipsias p potestatem numero Nm/'(ci)) 
contentam secundam supra dicta multiplum ipsius fi esse debere. lam sit 
/3 = Nmp(«), deinde ponator 

no,).f[w^').f[w^'')...f{io^'^''''') = y (6)*). 

Tum habemus secundum suppositionem nostram: 

Nm/(£o) = Nmy(€) = (mod.p), 

unde secundum § 2, 1: y(e^)^0 (mod.;i) ideoque (mod.p(e)), Cumque habe- 
amus secundum §2,2: e^B (mod.p(6)), erit: y(O^0 (mod.p(€)), sive 
mutatis periodis y(6)=^0 (mod;i(6_^)) i. e. 

/(cü)./(eü^^../(eü^^-^>') = (mod.p(e.,)), 

sive si congruentiam p ^ ^^ (mod.y) respicimus: 

f{io).f[o^)...f{o^'''') = (mod.;i(0). 
Est vero: 

/(w)./(a>^)..7(tü^~') =/(a>)^+p+ •+^"' (mod.p)»*) 
ideoque (mod.p(€.^)), unde ratione supra exhibita colligimus esse: 

f{w)^0 (mod.p(«_J) sive /"(co) = V^(o').p(«-r)- 



*) Gauss disq. arithm. 345. 
**) V. paragraphum antecedentem. 
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Ad normam transeuntes obtinemus aeqaationem : 

Nm/'(cü) =/>^.Nmt^(£o) sive Nm^^ = Nmv'(cü) q. e. d. 

lam hac methodo iterum atque iterum adhibita facile patet e suppo- 
sitione Nm/'(cü)^0 (mod./>"-^) congruentiam colligi huiusmodi: 

f(o)) = (mod./^CO'./^ («*-)"'...)» 
ubi Jw+in'H — = «; denique habebitur theorema hocce: qnando norma aliqaa 
divisibilis est per numerum, cuins factores primi reales in factores complexos 
quam plorimos discerpi possunt*), quotiens illins normae et summae quae 
ea continetur denominatoris potestatis ipse tanquam norma repraesentari potest. 
Adnotatio. Si Nm/'(cü} ^0 (mod. r), habemus /(co) =: (mod. (1— w))**), 
pariterque e congruentia Nm/'(cü)^0 (mod.r"*) congruentiam colligimus 

f{o)) = (mod.(l-cü)-). 



§4. 

Sit f\(o) nnmems aliquis complexns, N numerus realis eiusmodi, ut 
factores eins primi reales in factores complexos quam plurimos discerpi 
possint, sitque factor numerorum f{ü)) et iV communis maximus y («>)***), 
numerus V'C CO ) inveniri potest talis, ut sit: rp{w).f{a})^(p{a)) (mod.iV)f). 

Dem. Sit primum numerus N potestas numeri primi, ergo: iV = />'*; 
sit deinde p = Nmjt; («) et p^ g^ (mod. v). 

lam erit secundum §. 3, 2: 

ubi j[>"'+*'+"^ summa ipsius p potestas numero Nm/'(cü) contenta. Est igitur 
NmF(a>) numerus ad ipsum p primus, quare exstat numerus x talis, ut sit: 
X . Nm F(cü) ^ 1 (mod. />''). Hinc habemus : 



*) Numerum aliquem primum p ad divisorem fi ipsius v— 1 pertinentem in 

V — 1 

factores complexos quam plurimos discerpi posse dicimus, si in factores com- 

plexos e periodis s conipositos eosque coniunctos dissolvi potest. 

**) V. § 2, 2. 

***) De factore communi maximo sermonem esse posse inde elacet, quod factores 
ipsius N primi in factores complexos dissolvi queunt, igitar ad eos omnes theorema 
§ 3, 2 adbiberi potest. Caeterum hoc in ipsa demonstratione probabitur. 

f) Modulum realem accipimus, quia si complexus est multiplicando per factores 
coniunctos realis reddi potest. 
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a:.F(£o')F(£o^)...F(£o''-')7(co) = a: . Nm F(£o) .;> (c J-.;> (O"" . . . 

^ *^ =;i(a,r./i(€,.r'...(mod.p-). 

Designemus complexnm factoram omninm et ^roäncto p(€^)''.p{€j^)''\.. 
et numerop'' L e. productop(€)''./>(€i)''... communiam signo P(€), ita ut sint: 

lam nallnm indicem a imlli indici 6 aeqnalem esse patet. Sint c, c', ... in- 
dices ii, qni coniuncti cum indicibus a et 6 seriem 0, 1, 2, . . . X —1 efficiont, 
atque posito C{€)=p (cj .p (f^O . . . formetur expressio : 

Vis) = Aie) + B{B).Cit\ 

normam hnins expressionis nnmerns p metiri nequit; tum enim pro uno valore 
e congraentiae Nm(c— 6)^0 (mod./>) esse deberet ^(e) ^ ü (mocLp)*) i.e. 

A{e) + B{e).C{e) = 0. 

Cum vero pro quovis e unus tantum factorum p{e) nihilo congruus esse 
possit**), aut -4(c) aut B{e) aut C(c), minime igitur A{e)-\- B {e).C{e\ nihilo con- 
gruum erit. Quare iam existet numerus y talis, ut sit : y .Nmr(£) ^ 1 (mod.p'O 
sive substituto ipsius V{€) valore: 

y. Via,)... V{e,,,)Aie)+y. V{e,)... V{e^^,)Bie).Cie) = 1 (mod.p^). 

Qua congruentia in numerum P(€) ducta, atque respectu habito aequatioius 
B{e).P {b) = p'^y obtinemus : 

(IL) y. V{b,)... F(€,-,) A{b).P{b) = P{b) (mod.p"). 

Unde si illam congruentiam (I): 

a:.F(co^)...F(£o''-*)./^(co) = A{b).P{b) (mod./i'') 

respicimus atque 

a:.F(£o')...F(£o''-^).y.F(€i)...F(*;,«0 = V'(cü) 

ponimus, denique prodit congruentia: 

xp{w).f{(D) = P{B) {moA.p-\ 

ubi numerum P {b) factorem esse numerorum f(o}) et p"^ communem maximum 
ex ipsa expressionis P{b) definitione elucet. Istam congruentiam si tanquam 
aequationem scribimus designante Gip) numerum integrum complexum, 

*) V. § 2, 1. 
**) V. § 2, 4. 
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obtinemns : 

GsAnp = V habemus f{(o) = (1 — co)'* F(£o), ubi numerus Nm F(co) ad ipsum v 
primus est*). lam posito a:.NmF(£o)^l (mod.v'') atque: 

X . F (co^) . Fiu)^) . . . F(ca''-*) = y/ (co) 
obtinemus : 

yj {(o) f(Q}) = (1 — cü)'* (mod, r""). 

lam posito N^p"".^...^ ubi /i, 9^ . . . sunt numeri primi inter se di- 
Tersi, inveniri possunt numeri tpi{a)), ipii^o), ... tales, ut sint: 

tpi{a}). f{(o) = P{€) (mod./>«), V2(co)./(co) = Q^e') (mod- ^), . • ., 

ubi P{b) factor est communis maximus numerorum f(,(o) et p% Qie') factor 
communis maximus numerorum /(co) et 9^ etc. Itaque habemus: 

Q (€') . R {€") ...%{(o). fitü) = xi (cu) /'(CO) = P (6) P (O . . . (mod.p-), 

P{e).R{e")...tp,{a}).f{w)^X2{a})r{o}) = P{e)Q{e')... (mod.^*). 

• • • 

• • • 

Deinde numerus inveniri potest complexus ^(cu) talis, ut sit: 

t/;{a)) = Xi{(o) (moi.p% ip{(o)=x,{o}) (mod.5f*), . . ., 

quia pro singulis coef&cientibus potestatum radicum eo in ipsis ;if(cu) hae 
ipsae congruentiae expleri possunt Unde denique habemus: 

tp (co) . /(cü) = P{€).Q {€') . R (6") . . . (mod. iV), 

ubi dextra congruentiae pars factorem numerorum f{w) et N communem 
maximum continet. 



§5. 

Dato aliquo numero primo p, qui condicionem implet/i^^l (mod./i), 
semper exstare numerum n talem, ut sit np = Nm(e— £), iam supra diximus 
(v. §. 2). Quem numerum n generaliter ita eligere possumus, ut sit ad p 
primus. Quodsi enim n numerum p ideoque Nm (e — e) numerum p^ implicat, 
habemus: 

Nm(/i+c— 6) = 7i'p = Nm(c— €)+/>|(c— £i)(c— e2)---+(ß— «)(^— *2)"* + *"|+P^|--'|- 
lam si et ipsum n' factorem p contineret, etiam illa expressio per ipsum p 

*) V. adnotationem in fine paragraphi 3. 
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mnltiplicata nihilo congraa foret modnlo p. Quae expressio, tanquam fanctio 

ipsoram e symmetrica, etiam mutatis qnantitatibns e cum numeris e nihilo 

congrna esse deberet. Tum antem omnes termini primo excepto evanescnnt, 

qua de causa obtinemus: 

(e— ei)(c— 62)--^0 (mod./>) 
sive igitur 

e^Cr (mod.p), 

id quod fieri non potest, nisi pro certis quibusdam numeris p, qui et ipsi 
divisores numeri Nm(« — O »^"^t. Quodsi enim e^ßr (mod./>), est quoque: 

(c-cj (ßi-Cr+i)..- (ex^i-er^i^i) = = («-^(«i-^r+i) — = Nm(€-€^) (mod-p). 

Theorema. Si uormam numeri complexi Nm/'((o) numerus primus p 
metitur ad exponentem fi modulo v pertinens atque np = Nm(e— £) est, nume- 
rum 7i.f{(o) aliquis factor e — «^ metiri debet. 

Dem. Ponatur 

Tum habemus: Nm/'(ca) = Nmy(€) =: (mod.p), ergo secundum §2, 1: 

(p{er)^0 (mod.p) et 7i.(p{er)'=0 (moA.n.p) ideoque (mod.(e— «)). 

Deinde cum appareat esse e^e et e^^«r (mod.(c— c)), obtinemus con- 
gruentias : 

Ticp (ßr) ^n.q) ((r) =: (mod. (c — «)) sive ti . y («) ^ (mod. (e — e^)) 
i. e. 

7i.f{w).f{u}^)...f{ü}^^''^^) = (mod,(c-0) 

sive, si congruentiam p^g^ respicimus, 

^'f{^)'f{^'''f{f^'') = (mod. (c -€_,)). 
Est vero 

71 . f{w) . f{wP) . . . /(cü^" ') = 71 ./(co)*+''+-+'^"* (mod, 7i/>) ideoque (mod. (e-€.^)) 

ergo ratione supra adhibita: 

n.fioj) ^ (mod. (e — €_^)) q. e. d. 

Qua ratione iterata facile supposita congruentia Nm/'(cü)^0 (mod.p"'") coUi- 
gimus congruentiam locum habere huiusmodi: 

n*.f{aj) ^ (mod. (c — «4)". ( e— O"' . . .) , 

ubi tn+m + '" =n est 



*) y. Gauss disq. arithm. 346. 
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§6. 

Sit p numerus primus talis, ut sit/?"^! (mod.v) atque 7ip = Nm(c— c), 
sitque n numerus ad ipsum p primus. Deinde ponatur 

ubi q>{€) ipsum p metiri non posse patet, quia posito <p{^)=P''^{^) esset 

(c— €).y(a) = Nm(c— -a) = np = p.(e — «) V'C«), 
ergo 

71 = (e-'e)ip{e) et n^ = Tip . Nm y; (c), 

unde sequeretur, ut ipsum n per numerum p divisibile esset — lam numero 
complexo fracto -y^ tanquam modulo ad hanc quae sequitur disquisitionem 

utamur; id quod facile fieri potest, si statuamus 
congruentiam a^b (mod. — ) locum tenere huiusce an^bn (mod.m). 
lam patet esse 

e = €(mod.^); 
est enim re vera 

(c—«) 9 (6)^0 (moA.p\ quia (c — €)y(€) = Nm(c— «) = 7r/>. 
Deinde si numerus complexus f{e) congruentiae sufficit 



A0^0(mod.^), 



numerus p eins normam metiatur oportet. Ex ista enim congruentia con- 
cluditur f{€).(p{€)^0(moi.p) sive Nm /■(«). Nmy(«)^0 (mod. p^), etcumha- 



i-i ;.-! 



beamus Nmy («) = /> " ^ ~ , obtinemus 7i*"*Nm/'(€)^0 (mod.p), et quia n ad 
ipsum p primus est, 

Nm/'(«)^0 (mod.p). 
Ex illa congruentia 

e^e (mod. — y-r) 

sequitur, ut quivis numerus complexus numero reali cougruus sit, scilicet 

A«)^Ae)(mod.^), 

unde p residua hoc modulo incongrua exstare elucet eaque numeri 0, 1, 2, . . . p— 1. 
Etenim plures non existere inde patet, quod quivis numerus complexus numero 
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reali quivis antem nnmerns realis uni illonim nnmeroram modnlo p, etiamque 

igitur modulo -y^ , congruus est. Sin vero duo illornm namerorum inter se 

congrui essent, earam differentia nihilo congrna fieret. Quam si litera d de- 
signamus, esset rf.yC«) ^ (mod.p), ergo d\ Nm (p{€) = d\ n^ "\ />^"' ^ (mod. p\ 
ergo: rf^7i:^~^^0 (mod.p}, id quod esse nequit, quia n ad ipsum p primus atqne 
d<ip est 

lam accepto nnmero k einsmodi, ut sit k^ ^p <Z{k+iy^ statuamus 

cunctos numeros complexos formae c^ + Ci^H t-C;,-!«^"*, in quibus coeffi- 

eientes isti c valores 0, 1, 2, ... & indnunt. Horam multitudo erit (&+l)^>p, 

inter quos igitar certe duo inter se congrui erunt secundum modulum -j^» 

Quorum altero ab altero subtracto obtinemus numerum complexum f{€\ cuius 
coefficientes omnes inter — & et +* sunt, et cuius norma numerum p con- 

tinet, cum ipse nihilo congruus sit modulo -y^- Quare sit Nm/(€) = iip. 

lam si litera Mx maximum valorem expressionis 

Nm(a; + a?, «H ha?2_i«^""') 

designamus, ea condicione ut quantitates x cunctae inter —1 et +1 sint, 
obtinemus : 

-^ = Nm^, ideoque ^<Mx 

sive 

np <iMik^<Z Ml p, unde denique n <C Mx. 

Hinc habemus hoc theorema magni momenti. Dato aliquo numero p, qui 
condicionem implet p^^l (mod.r), semper invenire licet numerum n minorem 
finita quadam quantitate ab ipso p independente eumque talem, ut productum np 
in k factores complexos coniunctos dissolvi possit. Quod theorema respondet 
illi in theoria formarum quadraticarum theoremati fundamentali , secundum 
quod numerus formarum reductarum finitus est. Etiam adnotandum illam ratio- 
nem agendi adhiberi non posse ad eos numeros primos p^ qui divisores sunt 
numerorum Nm(€— «^), quarum igitur multitudo finita est. — Deinde ope huius 
theorematis, quantitate M determinata, numerus quam minimus inveniri potest 
numerorum n, quibus opus est, ut pro quolibet numero primo p, proprietate 
supra dicta praedito, unum productorum np norma numeri complexi sit 

Ut pro certis quibusdam numeris v pro quo vis ipsius r— 1 divisore X 
omnes numeri primi, residua itamm potestatum ipsius v, in k factores com- 
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plexos dissolvi possint *), tantummodo necesse est, nnmeros primos, qui sint 
residoa X^^ potestatis modnlo v quantitatibas Ulis Mi minores, in l factores 
complexos coniunctos discerpi posse**). — Sit enim X divisor ipsius v-1, 
designetur deinde signo d quilibet ipsius l divisor excepto ipso X; proban- 
dnm est, qnemvis nnmemm primum, residunm X^ potestatis, in X factores 
complexos dissolvi posse, simodo hoc pro nnmeris primis p ipso Mi mino- 
ribus eveniat praetereaque omnes numeri primi, residna rftamm potestatnm, in 
d factores complexos discerpi possint. Cum enim np tanquam norma re- 
praesentari liceat, cumque factores ipsius n primi aut residua rftaram po« 
testatum aut residua X^^ potestatis iique ^n<iMi sint ideoque in factores 
complexos discerpi possint, respectu habito theorematis § 3, 2 sententiam 
illam probari elucet lam primum pro ipso X factores ipsius v—l primos 
accipientes, illa quae ad divisores numeri X spectat condicione sublata, ea 
tantum restat, ut numeri primi, residua X^^ potestatis quantitate Mi minores, 
in X factores complexos discerpi possint Deinde transeundo ad eos ipsius 
X divisores, qui duabus tantum numeris primis constant, similem condicionem 
adiiciendam tantum esse patet; eaque ipsa ratione ad divisores ipsius ^—1, 
e pluribus factoribus primis compositos, progredientes denique illam con- 
dicionem supra indicatam obtineri liquet — Ita, ut unum tantum exemplum 
afferamus, posito r = 5 pro ipso numero v— 1 = 4 simplicissimis iam adiu- 
mentis ^4=49 invenitur. Iam vero tres numeri primi formae 5ii+l ipso 
M minores, scilicet 11, 31, 41, in quatuor factores complexos coniunctos, e 
radicibus unitatis quintis compositos, discerpi possunt***). Deinde pro divisore 
;i = 2 omnes numeri primi, residua ipsius ö quadratica, in duos factores com- 
plexos (a+Ai«)*(A+Ai£i) dissolvi possunt. Id quod vel illa ipsa ratione 
erui vel e theoria formarum secundi gradus probari potest. Est enim 

(a+ai€)(a+ai£i) = (a+ «iö>+Oi«>~*)-(«+öi«>' + ai ">""') = «'—«öi—ai. 

Hinc igitur quem vis numerum primum formae 5«+l in quatuor, quem vis 
numerum primum formae 5«— 1 in duos factores complexos coniunctos, e 
radicibus unitatis quintis compositos, discerpi posse coUigimus. 

*^ Adnotamus illud etiam ita exhiberi posse, ut pro bis numerig v omnes numeros 

{irimos lorniarum kv-^-g^ in X factores complexos coniunctos dissolvi posse dicamos. 
d quod Uli sententiae aequivalere e facili consideratione elucet. 

**) Addendum est praeterea eos numeros primos, qui numeros Nm(<— «^) metiantur, 
pro se quosque disquirendos esse. 

***) V. Cli. Kummer disput pag. 21. 
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§7. 

lam txanseuntes ad nnmeros v compositos adnotamus, nos plerumqne, 
at iteratione supersedere possimas, ad methodos pro nnmeris primis exhibitas 
lectorem delegaturos esse, quippe qnae in his quae sequantur paucis exceptis 
prorsns adhiberi possint. 

Ponatur numerus compositus r = af*.b^.c^... designantibus a, 6, c, . . . 
numeros primos inter se diversos, sitque a> radix primitiva aequationis a:" = 1 ; 
hanc ipsam radicem esse aequationis: 

notis methodis probatur, quae quidem aequatio (p{r)^^ gradus*) omnes v^ 
radices unitatis primitivas amplectitur. Hanc vero aequationem reduci non 
posse, sive radices quasdam w aequatione inferioris gradus atque coef&cientium 
integrorum contineri non posse, hie probare omittimus**), cum limites huius 
libelli demonstrationem hie tradere non patiantur. Ex ea vero aequationis 
illius proprietate sequitur, ut quaecunque functio ipsius co integra pro qui- 
busdam ipsius w valoribus evanescat eadem pro omnibus quoque reliquis 
valoribus nihilo aequalis fiat. Quod nisi fieret, factor communis maximus istius 
functionis et functionis f{x)^ cum et idem functio sit integra, tamen illas 
certas tantum radices co haberet atque factor functionis f{x) foret, id quod 
fieri nequit. — lam designentur radices primitivae numerorum a% 6^, . . . resp. 

literis g^ h, ...j deinde ponatur -^ = a', -^ = b', . . . ; tum forma 

systema numerorum ad numerum v primorum atque inter se incongruorum 
contineri constat, si numeris i», «, ... sensim sensimque resp. valores 
1, 2, ... a«-'(a-l); 1, 2, ... 6'^-^(6-l); etc. tribuuntur. — Nunc sit X 
divisor aliquis ipsius a"""*(a— 1) talis, ut multiplum sit ipsius a'"'\ l' divisor 
ipsius 6'''"*(6— 1), multiplum ipsius b^~\ etc., ita ut habeamus 

Ifi = a«-'(a-l), A>/ = b^-' (6-1), 



• • . 



*) q){v) numerus ille est numerorum ad ipsum v primorum eoque minorum. 

**) Demonstrationem illam, de qua sermo est, proximo tempore in publicum cdi- 
turus sum. 
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et ponatur: 






quae expressiones partes periodorum in namens primis v agunt. — Numerus 
terminorum expressionis talis erit: ^.^u'.^a"..., numerus periodorum e inter se 
diversarum: l.k'.l"...^ cum quantitates k, &',... resp. valores 0, 1, 2, . . . >L — 1; 
0, 1, 2, ... >t'— 1; etc. induere possint. 

Productum IT{x—e\ ubi Signum n in omnes ipsius e valores extendi 
debet, functionem radicum co symmetricam ideoque integris potestatum x 
coefficientibus gaudere apparet. — Per aequationem /7(ar— ir) = 0, quippe 
quae sit gradus X.l'.l''...^ quaevis ipsius e potestas ^kl'l"... potestatibus 
inferioribus exprimi potest. 

Duae periodi e diversorum indicum aequales esse non possunt. 

Primum enim ex aequatione «0,«^. = «k^^,.- sequeretur aequatio eius- 
modi «(,,0.., = «fc.m*',**",-.*) designantibus m, n, ... numeros quoscunque integres, 
lam ponendo «1 = 6'*'"'(6— 1), n = c^^^c— 1), etc. obtinemus «11,0,0,.. = «*,c),o..- 
sive respecta illa altera ipsorum e definitione atque sublatis factoribus utrius- 
que partis communibus: 

cumque co"' sit radix aequationis af " = 1 primitiva, pro iis unitatis radicibus, 
quae ad numerorum primorum potestates pertinent, illud theorema demon- 
strare sufficit. Quem ad finem designamus brevitatis causa signo e^ expressio- 

nem -Sco^'^"*^^* et ipsam radicem unitatis a"^" primitivam litera w, ponatur 

denique a"""'(a— 1) = a, ita ut habeamus €j,==JS(jd^ . lam coUiguntur ex 
aequatione «0 = «* haece: «! = **+!, €2 = €;t+2, etc., unde igitur: 

ubi p radix quaecunque sit aequationis a?" = 1. Posito : 

obtinemus secundum I pro quovis ipsius q valore, qui radix est aequationis 
0:^=1: 

(p, CO) = (p, w^) = (p, cü).(>-*, unde (p, co) (l-p"*) = 0, 



^) Nempe mutando ipsum w, id quod secundum supra dicta facere licet 
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id quod certe fieri non posse pro radicibus p aequationis x^ = 1 primi- 
tivis iam probemus. Pro bis enim 1— p"* evanescere nequit, quia &<C>t 
est. Deinde (p, w) non evanescit, quod demonstrari potest*) productnm 

(p, w) (p-^, 0))=^ ±a'' evadere nisi p«"'''^«~'> = 1 ; cumque X multiplum ipsias 
a""* atque p radicem aequationis x^ = 1 primitivam supposuerimus, radicem 

p aequationi p** ^"""^^ = 1 sufficere non posse ideoque quantitatem (p, co) 
non evanescere facile perspicitur. 

Posito Ay ^1, ... numeros reales integros esse, expressio formae: 

numerus cömplexus dicetur. 

Ex aequatione /(c) = coUigitur f(€i) = 0, quia /(c) radicum u) functio 
est integra. — Deinde e relatione f{€) = colligimus esse ^ = ^i = ^2 = • • • = 0. 
Cum enim f{x) pro omnibus periodis b i. e. pro L valoribus ipsius x (quos 
inter se diversos esse supra probavimus) evanescat, tamenque gradus tantum 
L— 1" Sit, coefficientes evanescere necesse est. Unde haec theoremata patent: 
duabus numeris complexis inter se aequalibus et singuli numeri coniuncti 
et coefficientes resp. aequales sunt. 

Quaevis periodus «jt^,*.,... tanquam functio integra coefficientium ratio- 
nalium unius periodi repraesentari potest. Ad quod probandum primum nu- 
merus V potestas numeri primi (v = a"") ponendus est Iam designante litera 

w radicem primitivam aequationis a:"" = 1 ponatur : 

denique A = a"~\rf et rf.^ = a— 1. — Radix a> cum aequationi sufficiat: 

ideoque 

babemus aequationes: 

in quibus numerus r valores 1, 2, . . . a""*— 1 induere potest Inter quas 
vero quaeque ^ inter se congruunt, unde numerus aequationum inter se di- 



*) Id quod fusius exponere omittimus. 
**) Posuimus L = A.Ä'.A"... 
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versarum est f-l, addita illa aeqnatione pro r = scilicet: 

fi + € (o)«""') + .-. + € (co^«-*>«"~') = 0. 
Numerus expressionum omnium ^(cü'') inter se diversarum est , quarum 

autem f- 1 reliquis per illas aequationes lineariter exprimere licet ; qua 

de causa tantum 1 sive ^—1 restant. lam quam vis ipsius «(w^) 

potestatem tanquam functionem linearem omnium expressionum «(co'^ ideoque 
tanquam functionem linearem aliquarum (A.— 1) quantitatum «(co'') repraesentari 
posse nullo negotio perspicitur. Qua de causa ponamus potestates el, e*, . .. el"^ 
repraesentatas k—1 expressionibus «(co*'), inter quas sint e* et €(a>"). Ex qui- 
bus 1—2 aequationibus, reliquis i— 3 quantitatibus «(cü*) eliminatis, restabit 
aequatio huius formae: 

ubi certe non omnes coefficientes A evanescere possunt. Coefficientem B 
evanescere non posse, solutionem igitur non illusoriam esse, inde elucet, 
quod functio periodi Cjt gradus (i— 1)** integra evanescere nequit, nisi ipsi coef- 
ficientes nihilo aequales sunt*). 

Quodsi iam v numerum aliquem compositum ponimus, atque 

^^a'y-^+* ^ ^^^ ^o)''"'^-^'' = 4, etc. 

igitur secundum illam definitionem: «t^iv. = ^* •**••• scimus hoc productum ex- 
primi posse producto functionum rationalium ipsorum 6, c', c", .... Restat 
igitur, ut probemus quodvis productum e'.e'"' ... repraesentari posse potesta- 
tibus (€.€'.«"...), {e.€\B"...y, ... («.«'.«".. .)^""\ Cum vero quaeque •** ipsius 
B potestas potestate prima, secunda, etc., (i— 1)** exprimi possit, illae L— 1 
potestates quantitatis (€.«'. €"...) repraesentari possunt variis productis e'.e'-' .... 
in quibus f<Ci, «' <C ^', ..., quorum igitur numerus est Ä.i'.i"... = L, vel 
excepto producto 6".«'"--- = 1 restant Z— 1 producta, quibus potestates {e.e...f^ 

{e.€'...y, expressae sunt. Ex quibus aequationibus L— 2 si omnia eli- 

minamus producta exceptis e.e'.e"... et certo quodam «•.«'•'.••, quorum igitur 
multitudo L--3, obtinemus aequationem formae: 



*) Id quod ratione supra (pag. 19) exhibita probatur. 



Kronecker, de uniiatibus complexis. 21 

in qua certe nou omnes coefficientes A evanescere possunt. Ideoque coef- 
ficientem B non evanescere inde patet, quod functio periodi e gradus L— T* 
evanescere nequit, nisi omnes eins coefficientes evanescunt (v. supra pag. 19). 
Ex qnibüs dictis satis elucet, quodque numerorum complexornm pro- 
dnctnm rnrsas in formam: 

redigi posse ideoque et ipsum numerum complexum esse. 

Productum numerorum coniunctonim omnium norma appellatur et 
sicut supra signo Nm/(€) denotatur. 

lam eadem ratione, qua Cl. Kummer in numeris primis v demonstravit 
congruentiam V^ gradus Nm(a?— «) =: (mod. p) habere k radices, et numero 
primo p sufficiente condicioni p^ ^ 1 (mod. r) et casu /> = v (v. § 2), id quod 
huic rei respondet, posito v numerum esse compositum, probari potest: sci- 
licet congruentiam gradus kl'k'\.. hanc Nm(a:— «) ^ (mod./>) habere totidem 
radices reales, si p supponitur numerus talis, ut sit p" ^^1 (mod. a"), p^ =^ 1 
(mod. 6^), . . . , vel etiam pro aliquo ipso ipsius v factore primo e. g. p = a, 
dummodo a^' :=^ 1 (mod. 6'^) etc. sit *). 

Pro talibus numeris primis p, quales tantum congruentiis sufficiunt 

p«* *^ ^ 1 (mod. a^) , /' '^' = 1 (mod. 6^), . . . , 

ubi (T, J'... divisores numerorum a— 1, 6—1, ..., numeri autem h, k\ ... 
vel omnes vel partim >0 sunt, erit Nm(a?— €):^eO (mod. p) designante « 
periodum compositam e radicibus primitivis aequationis a«""*-*'^""*'- = i atque 

habebuntur ^ a^Ij^ a» — istius congruentiae radices x. 

Quibus iam praeparatis theoremata üs, quae in paragrapbis 2—6 pro 
numeris primis v tradita sunt, respondentia nullo fere negotio pro numeris 
compositis v probari possunt. 



« 
*) Id quod etiaiQ e theoremate quodam gCDerali a Cio. Schoenemann tradito colligi 

potest {Crelles Journal Bd. 19, S. 293). 
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PABS ALTERA. 



§8. 

Posito literas Vy /j, l, co, € eandem habere vim quam in § 1 etiam- 
qne acceptis numeris complexis formae illins: 

nnmerum talem complexum, cuius iiorma sit ±1, unitatem complexam 
Yocamus. 

Disquisitio igitnr unitatum complexarum eadem est, qnae disquisitio 
formarum qaanindam altioram gradnum F= 1. Normam enim numeri 

formam esse l^ gradns atqne k indetermiuatarum a, ai , ... ax^i et quidem 
determinantis , ut ita dicam, numeri primi v sponte patet*). Quas aequa- 
tiones F = 1 fere partes aequatiouis Pellianae agere imprimis ex eo elucet, 
quod casu Ä = 2 atque v ^ 1 (mod. 4) fit 

unde: 

Nm/(6) = j-|(a+a,)'-r(a-aO'|. 

Nunc primum adnotamus ipsas unitatis radices co unitates simplices appellari 
atqne quamlibet unitatem complexam, unitate simplici multiplicatam, realem 
reddi posse demonstrabimus , in qua demonstratione Cli. Kummer vestigia 
fere omnino sequemur**). 

Cum omnis periodorum functio etiam tanquam ipsarum radicum functio 
considerari possit, ponimus /(€) = y(£o), sitque Nm/'(€) = 1, ergo etiam 
Nmy(a>) = 1. Sit porro 

quem numerum integrum esse apertum est, scilicet 
lam posito 



*) Cf. Eisenstein „de formis cubicis etc.^ {CrelleH Journal, Bd. 28). 
**) Disputatio Cli. Kummer § 4. 



n 
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additis aequationibns : 

obtinemns: 

nnde 

c+Ci + '-+Cy-i ^ ±1 (mod.v), 

quocirca haec coef&cientium summa etiam aequalis ±1 accipi potest. Ita- 
que habemus: 

unde sequitur, ut esse debeat c^ = ± 1 , omnes reliqui vero numeri c nihilo 
aeqnales. Invenimas igitur 

esse, unde (cum Signum + valere ex congruentia (p{co) -^ io''(p{(o'^) (mod. (1— co)) 
coUigere possimus): 

atque posito — i»^2m (mod.v) denique: 

Ex qua aequatione apparet, quamlibet unitatem 9>(a>), multiplicando per uni- 
tatem quandam simplicem, talem fieri posse, ut mutato eo in m'^ immutata 
maneat, i. e. ut functio ipsorum co+cü""*, cü^+co"^, . . . , ergo realis evadat. Igitur 
si ad unitates formae f{t) revertimur, unitates complexae tanquam functioues 
periodorum paris terminorum numeri accipi possunt. 

lam ostendemus pro quibusvis numeris v eXl unitates existere infinite 
multas easque inter se diversas. Posito enim: 

normam huius expressionis unitati aequalem facile patet, cum norma et nu- 
meratoris et denominatoris sit v^. Deinde illam expressionem numerum com- 

plexum integrum esse patet, cum pro se quisque factor numeratoris (\—o)^^^^) 

factore quodam denominatoris (1— w«^^) dividi possit, quia — ^ = -j^- 

posito cü^ =a;. Denique illa expressio functio periodorum b est, quia mu- 



*) Gf. id quod pag. 4 exposuimus. 
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tata radice eo in (o^^ immntata manet. Hinc igitur patet y/{€) unitatem esse 
integram complexam. — Etiamque producta: 

v^(«)*.V'(«i)"'.--V'(€2-ir"N 

designantibns iti , 1S2 , ... is;.-.i quoscnnque nnmeros integros, nnitates integras 
complexas esse apparet, quas quidem omnes inter se diversas infra probabimus. 

Adnotamus quamvis quantitatem ^p{€t) positivam realem esse. Etenini 
cnm numerus fi par suppositus sit, cuique factori 

respondet Quibus multiplicatis obtinemus 2— 2cosf? = 4sin'^«, ubi 

V ^ 

Unde iam et numeratorem et denominatorem ipsius yj{ei) positivum esse elucet. 



§9. 

Sit unitas illa V^(«) = C€ + Citi-| \-Ci_i€i_^^ quam positivam realem 

esse modo demonstravimus, atque ponatur: 

i ; ": 

Deinde sit data aliqua unitas a€+«i«i + *-- + oi-i«i-i atque designentur simi- 
liter valores absoluti factorum coniunctorum resp. literis /i , /j , ... f,. Iam 
ponantur: 

A = rj« .r;'...rl^-', 
(n.) (A = ^?' •^?---^i 



1 1 



2 — »^z • Ti . . . ri^2 • 

Quod systema it— 1 aequationum atque ^—1 indeterminatarum n est, nam 
aequationibus omnibus multiplicatis per condicionem /i /i . . . /l = n r2 . . . r^ = 1 
aequationem identicam 1 = 1 obtinemus , unde sequitur, ut quaevis istarum 
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aequationum e Ä— 1 reliquis deduci possit. Quodsi in systemate (II) loga- 
rithmos pro numeris adhibemus atque signis log/i = y;fc, logr4 = p;fc valores 
logarithmoram naturalium denotamus, obtinetur: 

(iii.) / ^^ ~ «ie2+«2e3+-'*+«2-iez, 

j • • • • 

i • • • • 

(pi = «ieÄ+«2eiH — t-«i-iei-2. 

Quibus aequationibus deinceps per 1, a, «', ... a^"* multiplicatis (ubi a 
radix aliqua unitatis X^ est) iisque additis eadem qua in § 1 usi sumus ra- 
tione obtinemus: 

(IV.) 9^1+^2 «+•••+ Vi a^"' = («i+n2«"*+-+n2.ia-^^-^^).(pi+P2a+-+p2a*"^). 
lam positis: 

q>i+(P7€t + (pia^+'*' + q>ia^'^ = y(a), 

pi+e2«+eja'H hPz«^"' = P(a) 

erit 

y(a) = p(a)(iii+ II, «-'+.. •+iii.ia-(^-'>), 
ergo: 

/^v^ y(tt)>g(0»e(«')- -p(«^"0 _ n4.«./y-*a. j-« /.k^-^) 

(^•^ e(«).e(a«).K«')...e(«^-0 " ^"^^ +-+«^-i« \ 

qnae aequatio systematis (III) solutionem repraesentat. Etenim posito bre- 
yitatis causa: 



y(tt).e(g')...p(tt^"^) _ , 

atque designante a radicem unitatis A^^ primiHf^am aequatio (V) locum tenet 
aequationum : 

tp («*) = iii+ »2 «"*+ • • • + «i-i a"*^^"^^ (* = 1, 2, ... Ä-i). 

Unde (sicut pag. 4) coUigimus esse: 

pro valoribus & = 0, 1, ... 1 — 2 et 

«'->(«) + «'^'-*^V^(O + - + a^'-'^X«'-0 = -(ni+ «2 + - • + «;.!), 
ergo denique: 

(VL) Ä«,+i = (a*-OV^(«) + («'-OV'(«') + ---+(«^^"'^*--«)V'(«'"*)7 
qua aequatione re vera quodvis n quantitatibus q et q> expressum est. 

Sed etiam determinantem systematis (III) non evanescere demon- 
strandum est. Qui determinans denominator sinistrae partis aequationis (V) 

Journal für Mathematik Bd. XCIII. Heft 1. 4 
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scilicet prodactam 

p(a).p(a')...p(a^-') 

est, designante a radicem primitivam. Ergo probandam est, Bnllam iBtins 
producti factorem evanescere, seu qoantitatem 

Pi+p,a+(>3«'+— +Pz«^*^ i. e. £ pA^.ia* 



k=0 



pro quayis nnitatis radice X^ unitate excepta a nihilo diversam esse. — lam 
substitnto ipsins Qj^+i valore scilicet: 

sive : 

-log(l-«/) -log(l- «'*+*) log(l-o/+^-''^) 

(>(a) sive ^()t+,a* abit in: 

i'}log(l-a/-'*)+log(l-co'*+*-'') + ... + log(l-«/^'^^-'^')|«* 

-i'llogCl-o/) +log(l-co»*'-') +... + log(l-ä/+^-'^')|o* 
sive 

^ a*.log(l-ai^^V -^ aMog(l-co^, 

ratione scilicet habita aequationis a*+*^ = «*. 
lam cum sit: 

fit: 

— £ a*log(l-a)^ ^ £ £ a* , 

in qua summatione n omnes numeros integres positives ad nnmeram v primos 
designat. Nam pro valoribus ii = ri' fit: 

a n n^ ^ 

Qaodsi Cli. Jacobi signis utimar, expressio 

£ JS a* abit in ^— («, co"), 

ubi 

(a, 0)) = co + ato' + o £0* +••• + «•'"'(0' , 



0)"' 
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et adbibita relatione (a, co") = a""^"^" (a, cü) obtmemus : 



£|— Ind.» 



n 

et mutato co in cu^: 

■—IncLii 



^aMog(l-a)^^') = -(a,co^) 



a' 



n 

i. e. 

Ergo habemus denique: 

iv— IncLii 

(»(a) = (l-a->)(«,«,)^- 



n 



n 



lam neque factor (a, co) neque (1— a"') evanescere potest Prior enim 
sententia ex aequatione (a, co)(a""\£i>) = +y, secunda ex eo, quod a ab uni- 

täte diversum positnm est, elucet. Restat igitur, ut factorem JS non 

11^ + Ind.«! 

evanescere probetur. Tum etiam JS evanescere deberet, id quod pro 

nuUo a, quod sit radix aequationis x''^^ = 1, ideoque etiam pro nulla radice 
unitatis V* a fieri posse CI. Lejeune-Dirichlet in illustri illa commentatione 
,,de progressione arithmetica infinita'^ etc. (§ 4 et 5) sin^laribus illis methodis 
demonstravit 



§ 10. 

Si in valoribus quantitatum n^ aequatione IV § 9 determinatis, numeros 
integros quam maximos secemimus, ita ut sint «i = -Ei + (Jj , n^ = Ej + ^^2 , . . . , 
quantitatibus d inter et 1 acceptis, aequationes II § 9 mutantur in: 

(I.) /; = rf'.rf...rfiT^rW'...rfir etc. 

Ex quibus aequationibus, cum et fi et rf'.rf...rfi7^ unitates integrae com- 

plexae sint, alter quoque dextrae partis factor: rf'.r2*...r).i7* unitas integra 
complexa sit oportet Ponatur igitur: 

(IL) /^2'r3'...r^-* = F2 = ^€, +A€2 + — + ^i-i€, 

j • . • 

I • • • 

ff- rl'. . . r Ji7' = Fi = ^ «i., + ^1 e + . . . + ^i_, t^., 

designantibns A, Ai^ ... numeros integros. Quo facto secundum aequationes 

4* 



\ 
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illas VII § 1 has qaae Bequantor aeqnationes tanquam istius systematis aequa- 
tionam II solutionem nanciscimur : 

(III.) (""^-^1 = Plif^-^l) +^2(l^-«2) + -- + F2(."-«), 

I • • • 

I • . • 

Periodos € minores esse numero fi, quo numerum terminoram periodi designa- 
vimus, facile perspicitur. Nam quaevis periodus e (posito |^ = m) formae est: 

sive igitur fonnae 

2.|cos-^+cos— ^ — (-•••+COS— ^[, 

qnod aggregatum cosinnam ipsornm numero i/t minus esse in promptu est 
Deinde absolutos ipsorum F valores limites quosdam ^i, ^2, ... su- 
perare non posse ex aequationibus II et condicionibus, quibus ibidem quan- 
titates S sunt circumscriptae, coUigi potest Unde sequitur, ut quantitates 
quoque --vA, —vAi^ . . . limitibus quibusdam contineantur, scilicet cum quan- 
titates fi—e sint positivae: 

sive 

Cum vero A, numerus integer esse debeat, multitudinem tantum finitam nu- 
merorum A, Ai^ ... etiamque igitur numerum finitum unitatum F, quae forma 
in II accepta gaudeant, existere posse patet. 

Quae cum conferamus cum aequatione I, sequitur, ut quaelibet unitas 
f potestatibus integris unitatum coniunctarum ri, r,, ... ri^i et unitatibus 
quibusdam numeri finiti exprimi possint; i. e. ut cunctae unitates forma 

contineantur, designaptibus &i, &2, ... numeros integros et F unitatem quan- 
dam e numero unitatum finito electam, sive denique ut numerus unitatum fun- 
damentalium, quarum potestatibus integris omnis unitas repraesentari queat, 
iinitus sit. 
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§11. 

lam accuratius, quibas limitibas numeri integri A, ^i , . . . sint circum- 
scripti, consideratnri sumus, quo labor inveniendi unitates fandamentales ali- 
quanto diminuatar. Ad quem finem disquisitionem institnamus de illa ex- 
pressione ipsius --rAj, (§ 10, III): 

(L) F^{^-'e,) + F2(ji-€,^,) + '^' + Fx{fi-€j^i\ 
ubi 

earnque consideremus tanqaam fanctionem quantitatum d. Quotientes diffe- 
rentiales istius fanctionis I respecta quantitatum (f i , (^2 9 • • • Bunt : 



(HO 



1 



in quibus formnlis notatione iam supra adhibita, logr;^ = Qj,, usi sumus. 

Quotientes differentiales seeundi et quidem ii, quos expressionum (11) 
prima respectu ^1, seeunda respectu J, etc. differentiatis obtinemus, erunt: 

Fi(^''^k)9l +i^2(itt-€*+i)e3+--+Fz(it^-«*-i)e?, 

• • •' 

• • • 

iFi(At-Oel-i+^2(A*-«*+i)e'+---+F;iC*^— «*-i)pI_2, 

quas expressiones pro quibusvis quantitatum d valoribus positivas manere 
elucet Unde facili consideratione colligi potest, functionem illam (I), dum 
variabiles d intervallum inter et 1 percurrunt, valorem haud maiorem 
obtinere posse eo, qui inter valores funetionis extremis ipsorum d valoribus 
respondentes maximus sit. Quare quaestio de valore ipsius vAj, absolute 
maximo ad disquisitionem valorum, qui ad valores quantitatum d hos : et 1 
pertinent, restringitur. Valoribus igitur quantitatum r computatis, quantitates 
F combinationibus quibusvis valorum et 1 pro ipsis d (multitudinis igitur 
2^""^) respondentes computentur, ut valor earum maximus M iuveniatur. Sit 

numerus integer ipso — minor eique proximus =«; iam unitates omnes 

complexae, quarum coefficientes inter — w et + » sunt, statuendac atque inter 
eas, quae ad alias reduci possunt, reiieiendae, ut tandem numerus unitatum 
fundamentalium quam minimus restet. 



\ 
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Sic e. g. posito »^ == 7, i = 3 atque 

■ ■ ■ 

igte numerus n = 1 sine magno läbore invenitur^ ita ut valores coefficientium 
sint —1, 0, +1, Numeri igitur complexi 24 disquirendi *), inter quos vero 
temi factores sunt coniuneti. Inter oeto illos, qui supersunt, rursus bini 
numeros aequales sed signo tantum oppositos praebent, ita ut denique hi 
quatuor restent: 

«1+^2-^ «3 = CÖ + £!>"*+ 0>'+ CO""*— CO*— CO"* = — «^ . «J , 

€i-^€2 unitas complexä non est. 

Cumque tres illas unitates umtatibus ipsis e expirimere liceat. has ipsas 
tanquam fundamentales accipere possumus, i. e. quarum potestatibus integris 
omnes unitates complexae ad v = 7, A = 3 pertinentes repraesentari possint. 
Haud inutile videtur hoc ipsuin exemplum paulo uberius exponere, 
ut id de quo agitur magis in promptu sit. Cum enim sit: 

solutionem aequationis 

ix+y + zf—7(xy''+yz^+zx^+xyz) = ±1 

numeris integris ita invenimus, ut numeri x, y, z integri determinentur aequa- 
tionibus **) : 

+(co*+co-*)"'(co +cü-*)"(2-ci>*-cü-* 

-Tjf = (a>+cü-*)*(co'+cü"'r(2-a)'--ü>-')+(co'+co-')"(co*+a)-*)"(2-w^^ 

-7ä = (a>+o)"')"(a)'+a)-')»(2-a)'-co-')+(a>^+co-^r(a>*+£i>-*)*(2- 

+(coHcw"*r(w +cü-*)"(2-a)^-co 

designantibus m, n quoslibet numeros integres. Quod exemplum analogiam 
aequationis Pellianae prae se ferre apparet 



.—2 



*) Nempe omiBsis his: 0, «,+«,+«3, —*,—£,—«,. 
**) V. III. § 10. 
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§12. 

Postqaam demonstravimus nnmernm unitatum fundameBtalium finitum 
esse, de hoc ipso Bumero disquisitiones institnamas ac primum quidem illnm 
numeram ipso X—1 minorem esse non posse sumus probatori. 

Sint igitur nnitates fundamentales: f, f, f\ ...y qnarnm logarithmi 
resp. literis (p, if\ (p^\ . . • designentor. Quodsi literis 

fi, fj, ... ri] pi, p27 ... Qi 

eandem quam in paragraphis antecedentibus tribaimas vim, hae ipsae nni- 
tates potestatibas integris ipsorum f exprimi possint oportet. Qnare sit: 

r, =/«• .r« .r^ ..., Q, = a,q>+ b,q>'+ Ci(p"+ •., 

Cum vero numerus quantitatum (p sit ^ 1 — 2, bis ipsis eliminatis certe 
una restabit aequatio formae: 

(I.) i»iei+«2e2+---4«2-ipi-.i = 0, 

in qua aequatione iii , ih, ... non omnes nihilo aequales atque numeri in- 
tegri esse deberent, cum et ipsa a, b, c, ... numeri sint integri. Id quod 
esse non posse sequentibus probatur. 

Ex aequatione enim (I) colligimus aequationem: 

unde rursus mutatis periodis, quae expressionibus r continentur, hoc oritur 
aequationum systema: 

r;'r?...r^-* = 1, 

r;T?...rJii' = 1. 
Unde per aequationem (IV) § 9 obtinemus: 

pro quoque ipsius a valore. Cum äutem factorem secundum non evanescere 
iam supra (§ 9) demonstratum sit, factor prior pro quoque ipsius a valore 
unitate excepta evanescere deberet, id quod fieri nequit, nisi «i = «j = • . . = 0. 
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§ 13. 

Anteqoam vero ad ulteriorem difiqnkitioDem aecedamiifi, minime a re 
abhorrere videtur notationem qnandam indicare, qua formolae magnopere 
coDtrahantur. Deftignantibiis enim r|, r,. ... r;.|, r^ unitatea aliqoas con- 
ionctaa, denotamoft prodactmn: 

signo: 

Id quod ita quoque exhiberi potest nt dicamus, posito 

pro aequationiboft illifl (IV § 9): 
substitai aequationem: 

/l — M 

lam primam adnotandum est, prodactum f^.f^...rg aequatione 

Ti • r2 • • • r2 = 1 

ad productam il— 1 terminoram pariterqne nnmemm complexum n{a) ope 
aequationifl 

ad expressionem il— 1 terminoram redigi posse. 

E definitioDe statim seqauntar aeqnationes : 

7 

Etiamque altera veramm potestatum yirtute hoc nostrum symbolom gaudet, 
scilicet: 

Posito enim 

ff«) = si et [rj^">]"<"^ = «r^"^ = 'i 
habemus aeqnationes: 

quae posito log«4 = a4 seenndnm § 9, (II), (III), (IV) eandem habent vim 
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quam aequatio: 

quae ipsa, nt aupra, aeqaationum ^--1 locum tenet Eodem modo est: 

m («""*) . a (a) = T (a), ergo n (a~*) . m (a~^) p (a) = t (a), 

pro qua igitur aequatione, quod ad definitionem nostram, substituere possu- 
mus haue : <i = f^«>-*<«> q. e. d. 

lam patet, posito l numerum primum esse, istos exponentes symbolicos 
sicuti numeros complexos tractari posse, cum omnes eorum reductiones eo 
tantum nitantur, ut sit: 

l+a + a^+.-. + a^-^ = 0, 
id quod cum nostra definitione consentit, scilicet 

^l+o+-+a^~* ^ ^ t», 1 «»^ 

Ti — » 1 • » 2 • • • ^ — J- — »1* 

Deinde praemittendum est, literis r illa priore vi gaudentibus, cum 
nuUum factorem q (a) evanescere demonstratum sit, unitates rj^"^ et rj*^"^ aequa- 
les esse non posse nisi »i = mi , th^ffhj . • • , ita^i = mi^i L e. nisi it (a) = m (a) 
pro Omnibus X^ unitatis radicibus excepta unitate. 

Demonstravimus in § 9 quamvis unitatem complexam forma 

r7'.rJ'...r;LT' 
oontineri, quae quantitates n etiam loco citato determinatae sunt lam vero 
istas quantitates rationales esse probabimus. — Etenim initio § 10, posita 
unitate integra complexa 

etiam productum 

unitatem integram esse ostendimus, si quantitates d residua sunt ipsorum n 
numero integro quam maximo subtracto. Cum vero quivis numerus irratio- 
nalis, variis numeris integris multiplicatus, innumera praebeat residua unitate 
minora eaque inter se diversa, cumque unitas f ad potestatem aliquam in- 
tegram evecta rursus unitas integra sit, variis potestatibus integris unitatis 
f innumeras unitates inter se diversas formae 

(ubi (^1, ^2? • • • < 1) obtineri posse elucet. Illo autem § 10 finitum tantum- 
modo numerum unitatum complexarum huius formae existere demonstravimus; 
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id quod itaqae a propositione nostra, quantitates n irrationales esse, ab- 
horret. — Quod cum conferamus cum forma § 10 (sub finem) omnes uni- 
tates formae esse patet: 

designantibns m(a), k{a) numeros integres complexos, n numemm realem, 
in qua quidem numerus fractionum diversarum -^^ finitus est 



§14 

lam primum ad casum simpliciorem accedamus, in quo scilicet l nu- 
merus primus ponitur. Quem quoque talem supponimus, ut quivis numerus 
formae kl+g*^ (designante d divisorem numeri ^—1) in dfactores complexos 
dissolvi queat (v, § 6). 

Cum secundum supra dicta numerus unitatum formae r * (quibus 
praeter ipsas r ad repraesentandas omnes opus sit) finitus sit, hae ipsae sint: 



• • • • 



(L) r - , r •' , 
lam sit factor numerorum fii(a) et n communis maximus v(a)*)^ ita ut 

fii(a) = a(a).t>(a), n = c{a).v{a\ 

loco illius exponentis - ^^ scribere licet bunc: ^py* Cumquea(a) etc(a) 

nuUum amplius factorem communem habeant, numerus inveniri potest b{a) 

talis, ut sit (v. § 4) 

b{a).a{a) ^ 1 (mod.c(a)) 
sive 

b{a).a{a) = 1 + F{a).c{d). 

Cum vero r " sive r""^"^ unitas integra sit, eadem proprietate unitatem 

r ""^"^ sive r^^"^ .r^"^ ideoque etiam unitatem r^^"^ gaudere patet De qua 
unitate cum illa unitas data deduci possit, scilicet evebendo eam ad po- 
testatem integram a(o), hanc ipsam loco illius accipere convenit Hinc 
elucet, pro Ulis unitatibus (I) accipi posse unitates huius formae: 



(IL) r"(*"> , r*'^«\ 



• • • • 



*) De factore communi maximo sermonem esse posse, e suppositione illa de na- 
tura ipsius k facta elucet. (Cf. adnotatio ad. § 4). 
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Ut haram anitatam binae in unam conflentor, sit factor numeroram 
it(a) et it'(a) communis maximus c{a\ ita ut sit 

n{a)=:c (a) . m (a), n' (a) = c{a). m! (a). 

lam cum numeri m(a) et m'{a) nuUum amplius habeant factorem commanem, 
nameras inveniri potest a{a) talis, ut sit (v. § 4) 

a(a).m(a) ^ 1 (mod. m'(a)) 

sive 

a{a).m{a) + b{a).m'{a) = 1. 

1 I &(a) aCa) 



Cam vero anitates r"^"^ et r"'^*"^ integrae sint, anitates qaoqae r"^**^ et r"'^"^ 



b(a) a(o) 6(ö) fl[(o) 



etiamque r*^"\r"'^"^ sive r*^"^ *'^"^ integras esse in prompta est. Est vero: 

n(a) "^ n'(a) c(a) \ m(a) "^ m'(«)) c(a).m(a).m'(a) ' 



onde igitar anitatem r*"^"^^^"^*'^*^ integram esse liqaet. De qaa cam illae 



anitates r"^"^ et r*'^"^ evehendo eam resp. ad potestates integras fn'(a) et 
m{a) deduci possint, hanc ipsam loco illaram accipere licet. Qua ratione 



agendi iterata denique loco anitatam (I) vel (II) ana restabit formae r''^"^ 
qua praeter anitates r ad repraesentandas omnes anitates opas erit Qaodsi 



r*^"^ =11 ponimas, est r = ti"^"^, ex qaa aeqaatione, at ipsae anitates r integris 
ipsornm u potestatibas exprimi possint, seqaitar; ergo forma: 



fij(«> = ul.v^...ult[\ 



designantibas iti, th^ ... ux^i qaoscanqae nameros integros reales, omnes 
anitates integrae complexae eaeque solae continentar. 

Postqaam hanc methodam qaasi geneticam exposaimus, aliam alla- 
tari samas rationem, qaae haias paragraphi sammam a posteriori probet. 



§15. 

Unitas r nisi ipsa fandamentalis est, praeter eas anitates, qaae po- 
testatibas ipsias r integris complexis repraesentari possant, nameras finitas 

existet anitatam formae : r * . Inter qaas erit ana qaaedam (vel plares), in i 

qaa norma exponentis i. e. Nm — ^ reliqais minor est. Qaalem anitatem i 

5» ! 
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litera u designemus. Quae unitas eam habet proprietatem, ut si quae exstet 

nnitas integra formae: n * , norma exponentis i. e. Nm— —^ nnitate maior 
sit oporteat. Etenim cum 

r " = fi 

ideoque 

mfia) Hol k(ttl 

r * * = II * 

praetereaque Nm-^^*-y^>>Nm-^^ secundum suppositionem de nnitate 

u factam esse debeat, illa condicio Nm -y^ > 1 sponte manat — lam de- 

monstrabimns, nnitatem u illa ratione electam fundamentalem esse, sive nnllam 
existere nnitatem integram, nisi qnae eins potestate integra complexa reprae- 

sentari possit. Qnodsi enim nnitas exstet formae u * sive formae ti"^'), 
nbi nnmeros m(a) et n(a) omni factore commnni carere snpponere licet, 
nnmems a{a) inveniri potest talis, nt sit (v. §4) 

a{a)m{a)^l (mod. »(«)). ; 

Cum vero nnitas ii*^"^ ideoque u "^"^ integra sit, ratione supra (§ 14) ad- 



bibita nnitatem qnoque ti"^''^ integram esse coUigimus. Ergo secundum supra 
exhibita Nm — T-iT > 1 esse debet i. e. Nmii(a)<l. Cum vero Nmii(a) 
tanquam numerus integer nnitate minor esse nequeat, tantum restat, ut sit 

ffgfgm\ 

Nmii(a) = 1, i. e. ut numerus «(a) nnitas complexa sit. Unde ut fractio -y~ 

tanquam numerus complexus integer scribi possit atque igitur nt omnes 
unitates integrae potestatibus ipsius u integris complexis repraesentari possint 
sequitur. 



§16. 

Postquam ostendimus, existere unitates quasdam fundamentales numeri 
^—1 easque coniunctas in numeris l illa virtute initio § 14 memorata prae- 
ditis, de bis ipsis quaedam adnotamus. Designentur unitates aliquae funda- 
mentales ut supra literis: tii, tf2, ... ti;i.i, has ipsas tales esse ostendimus, 
ut fij^"^ cunctas repraesentet unitates, posito n{a) numemm aliquem integrum 
complexum. Quaeque unitates u ea ipsa proprietate gaudent, fundamentales 
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siint. Nnnc designante k(a) unitatem aliqaam complexam integram atqne 
posito: fij^"^ = t>j, aperte est: 

qaae aequatio ipsam unitatem u potestate integra complexa ipsius t^ reprae- 
sentat, unde hanc ipsam quoque unitatem t^ fundamentalem esse elucet. Sive 
posita aliqua unitate fundamentali u, omnes unitates fundamentales eaeque 
solae forma continentur: ii*^"^, designante k{a) unitatem complexam. Hinc 
GoUigimus existere tot unitates fundamentales quot unitates diversae ex nu- 
mens integris et radicibus unitatis i^' compositae, ergo pro Ä = 2 duae, pro 
A = 3 sex, pro A ^ 5 numerus infinitus exstat unitatum fundamentalium con- 
iunctarum. — Etiamque unitates k—l non coniunetae statui possunt, quarum 
potestatibus integris cunetae repraesentari possunt unitates. Posito enim: 



• 9 



designantibus a, b, ... numeros integros, obtinebimus aequationes l —1 : 

ailogiii + fl2logf«2 + -- + a;i-ilogtti-i = log^, 

6ilogfii + 62logtf2+-- + 62-ilogfiz_i = logfi, 

• • • • 

• • • • 

• • • • f 

ex quo systemate quantitates logtii, logtf;, . . . determinari possunt, idque 
hac ratione: 

^/.logfii = mi.log-4 + m2.1ogfi4-'", 
designante J determinantem illius systematis , ntj , m, , . . . numeros quosdam 
integros. Hinc iam patet, si systema istud ea gaudet proprietate, ut sit 
^ = + 1 , unitates u ideoque omnes unitates potestatibus integris unitatum 
A, By ... exprimi posse. Unde etiam tales unitates Ay B, . . . infinitis modis 
(dummodo l ^ 3) eligi posse, plane in promptu est. 

Quae ut ad unum tantum exemplum adhibeamus, ponamus uti in § 11 
j/ = 7, Ä = 3. Loco citato ostendimus unitates: fii = cü+£i>~^, fi2 = cü'+cü"' 
sive «1 = €i , «2 = «2 fundamentales esse. Iam cum sint unitates pro i = 3 

sex scilicet: 

1, a, a\ -1, -a, -a', 

habemus sexies binas unitates coniunctas fundamentales: 

fi{ergO€i, £2, «r* ...ei + €2, «2+«3, 

tll ... €2 , €3 , tl| • • • ^2 I ^3 1 *3 I *1 9 
tlj ... €3 , €| , tll • • • *3 1 *1 j *1 "T" *2 7 



\ 
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deinde positis v^.t^^A, t^iM* = B, erit: 

«ilogtii + ajlogtii = logA, 
bilogui + bilogfh = log 5, 

ideoque J = aibz— Ozbi = ±1 condicio illa, ut unitates A et B partes uni- 

tatnm fandamentalmm agant. Cui aeqaationi innumeris modis satisfieri po- 
test. E. g. positis: 

«1 = 3, «2 = 2, 6i = 4, 62 = 3 

habemns ut unitates fundamentales: 

^ = f^.ii^ == 5€i+ «2+363, 5 = fil.fi^ = ll«i+ 262 + 763. 

§17. 

Nunc omissa suppositione illa, qua statuitur, omnem numernm primum 
formae kl + g^ in h factores complexos discerpi posse, servata vero ea, qua 
k numernm esse primum continetur, unitates investigemus. 

Quodsi literis n, rj, ... ri_i aliquas unitates coniunctas *) designamus, 
quaevis unitas integris istius unitatis datae potestatibus repraesentari potest, 
adiuncto numero finito certarum qnarundam fraetarum ipsorum r potestatum. 
Quare sint cunctae unitates, quibus praeter ipsas r ad exprimendas omnes 
unitates opus sit: 

(I.) r~, r^, . . . . 

lam si n = kl et numerus k ad numernm / primus est, existunt numeri g et 
h tales, ut Sit 

hk+gl = 1, 

ergo 

hk' , i gi^ , L ^ 

n ^ / ' n * ' 

m(a) 

quare loco unitatis r " accipi possunt unitates 



m(o) 



r * , r ' , 



cum illa unitas r * tanquam productum 



m(o) m(o) 

r .f 



*) Quae vero tales esse debent, ut expressio illa Nm((>j+(>j,a-| hw^"0 ^^on 

evanesoat (cf. § 9). 



Kronecker, de uniiatibus complexis. 39 

repraesentari potest. Eadem ratione probari potest, pro istis unitatibas (I) 
accipi poBse anitates haias formae 

(n.) r"", r^ , . . ., 

quoram exponentium numeratores et denominatores factores reales communes 
non habere supponimns. Sit vero summa ipsius p potestas, qna nnmems 
Nm&(a) dividi possit: p*^, ubi d divisor ipsius i— 1 est is, ad qnem p (mod.i) 
pertinet. lam in §5 probavimus ista statuta condicione eaque addita, ut 
productum np*) discerpi possit in J factores complexos coniunetos, ita ut 
Nmp(6) = 7ip Sit, aequationem locum habere: 

(m.) 7i^k{a) = f{a).pier.p{B,r...^ 

ubi m+mi+- = n esse debet lam numero Nm/'(a) nuUum amplius fiactorem p 
contineri patet, ideoque exstare numerum x talem, ut sit ir.Nm/'(a)^ 1 (mod.p*). 

Unde cum unitas r p" integra sit, unitatem quoque hanc: 



r ^ = s 



H«) 



integram esse coUigimus, atque ex hac ipsa illam unitatem datam r '^ deduci 
posse facile intelligitur. Posito enim y numero tali, ut sit y7i"^l {moA.p% 
ex aequatione (III) sequitur congruentia: 

yA«)-P(«r.p(«ir-- = *(«) (mod.p«) 
sive aequatio: 

yA«)'PW*P(«ir-- = k{a)+p\(p{a), 
t(tt) >(«) 

unde ^^'^ = r '^ .r^^"^ sive r ''^ = ««^«\r-«^«), 

Quod si ad omnes illas unitates (11) adhibemus, sequitur, ut pro illis hae 
accipi possint unitates: 



iß na 

• • • • 



(IV.) r ''^ , r '^ , 

Qua in serie unitatum, si quae iisdem gaudent denominatoribus, eas hac 
ratione in unam conflare possumus. Sint datae: 



r "" , r ^" 



^) Numerus n talis eligendus, ut sit ad p primus, id quod tantum pro certis nu- 
merorum Nm(£— «r) factoribus fieri nequit (y. § 5). His numeris vero methodus supra 
exhibita facili negotio adaptatur. 
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sitque complexus factornm p{s) utrique numeratori communium f{<B), ita ut 
existant aequationes: 

ubi nuUum k nuUi h aequivalere potest. Quodsi numeri i, i\.. tales sunt, 

ut coniuncti cum ipsis & et A seriem iBdicum 1, 2, ... ^ expleant, at- 
que ponitur: 

9(«)+V'(«)-P(«<)p(«i')-- = /(«), 

in numero Nm/(€) factor p inesse nequit, id quod ratione supra (§ 4) ex- 
hibita probari potest Quare numerus exstat x, qui congruentiae satisfaciat: 
a?.Nm/(€)^l (mod.p"). Deinde cum unitates: 

r ^"^ et r «^" ideoque r ^" 



integrae sint, ope illius congruentiae x.l^mf{e)^l (mod.p") etiam uni- 

tatem r^ integram esse coUigimus, ex qua quidem illas duas superiores 
deduci posse plane in promptu est. 

lam si quae exstant unitates seriei lY, quarum exponentium denomi- 
natores diversae potestates eiusdem numeri primi sunt, eas quoque in unam 
conflari posse hoc modo probamus. Sint datae unitates integrae: 



ubi b <^a. Fractionis -^^ et numeratore et denominatore numero 7i/>*~* 
..Udplictb .btinem..: ' 

pb n^—^p*^ n^-^p^ 

y(g) ;g(g) 

lam unitates r ^"^ et r '^ methodo modo exhibita in unam possunt conflari, 

ex qua illas duas derivare licet Ab hac vero unitate r ''" illa data r ^* 
facile deducitur. Est enim 

= r ** , 
unde si x est numerus talis, ut sit 
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X . 71«-^ = 1 (mod.p*) sive xn"^^ = 1 + kp\ 

erit: 

^ ;r(g) v^(g) 

Ex quibus dictis patet, loco illarum unitatum (I), vel (11), vel (IV) accipi 
posse unitates quasdam: 

Ha) f(o) 

•7 



(V.) r '^ , r '* , . . 



in qnibus p, q, ... numeri sint primi inter se diversi , quaeque coniunctae 
cum ipsis r ad repraesentandas omnes unitates sufficiant. lam probaturi 
sumuB has ipsas unitates conflari posse in hanc: 



t(a) f (a) t"(o) 



Quam enim unitatem integram esse elucet, atque unitates illas (V) ope uni- 
tatum fi , fj , ... fi-i ex unitate s deduci posse hoc modo probatur. Cum 
productum ^.f ... ad ipsum p primum sit, numerus inveniri potest x talis, 

ut sit: 

x.^.fr..^! (mod.p*") sive x.^.t^... = l+np% 

quare erit 



Ka) 



t(a) 



$x.fl<^^. z=r ^"^ |.n*(a)+«*-Jfc'(o)+- 



unde unitatem r^^ re vera potestatibus integris unitatum r et « exprimi 
posse manifestum est Cuius explicationis summam hoc modo exhibere possu- 
mus: Acceptis quibuslibet unitatibus coniunctis n, fj, . . . n^i, semper in- 
veniri potest systema unitatum coniunctarum «i , «27 • • • ^;i-i tale , ut omnes 
unitates integris istarum unitatum r et « potestatibus exprimi liceat 

lam cum summam tam determinatam neque de numero neque de natura 
unitatum fiindamentalium casu generali huc usque consequi potuerimus, quam 
paragraphis 14 et 15 suppositione illa speciali explicavimus, relictis iis, quae 
insuper his methodis derivari possunt, si unitates ^r^ certa quadam ratione 
eliguntur, ad casum eum transeamus, in quo l numerus est compositus. 

§18. 

Nostra methodus cum eo nitatur, quod istas symbolicas exponentium 
expressiones ratione numerorum re vera complexorum tractavimus, etiam casu 
quo l numerus est compositus, tales instituamus unitates, ut his adiumentis 
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VLÜ possimus. Quem ad finem sit „d^ aliquis ipsias l divisor, qui factores 
primos p q, > •• contineat, atque ^r^ nnitas illa in § 9 memorata ; ostendamus 
exstare nnitates «i, $2^ ... einsmodi, ut his aequationibns satisfaciant : 

(L) s^ = «rf+t = $2a+k = • • • = «(^-od+fc posito dd^ly 
praetereaqne his: 

P P P 

• • • 

• • • 

sive his quae Ulis aequivalent, si logs^ =^a^ et a radix qnaevis aequationis 
a?* = 1 ponitur : 

(in.) (Ji+ajCfH — f-(yia^-* = (7rf+i+(7rf+2a+..-f(7^*-*, ergo =«"''( (7i+(72a+.-+(7ia^"^) 
atque his: 



(IV.) { , -1 _,1 -(«-«^ 



• • 



Qnae ipsae condiciones explentur, si expressio a(a) pro qnovis ipsias a va- 
lore exceptis iis, qui radices unitatis d^^ primitivae sunt, evanescit Quod 
si fit, aequatio (lU), quae pro valoribus ipsias a aeqaationi a''=l suffi- 
cientibas re ipsa expletur, etiam pro reliquis ipsias a valoribus locum tenet 
Deinde aequationes (IV), quae pro iis tantum ipsias a valoribus, qui radices 
primitivae d^^ sunt, re ipsa explentur, etiam pro reliquis ipsius a valoribus 
valent lam ponamus: 

(V.) St = rfi+«.«+"+«i-i«^-' = rf rt.-.niTS 
ubi 

= (l+a'*+..-+a^^-'>^)(l+a + a^ + . .. + «'' )(l4-a + a' + -- + a' )... . 

Ex qua aequatione numeri a,, o^, ... ita sunt determinandi , ut explicato 
producto dextrae partis eoque solius aequationis a' = 1 ope reducto singu- 
larum ipsius a potestatum coefficientes quantitatibus ai, o?... aequales po- 
nantur, sive hoc modo, ut positis in aequatione (V) singulis ipsius a valo- 
ribus ex his (A— 1) aequationibns illae (i— 1) quantitates „a^ determinentur. — 
Unitates ^«^^ sie definitas illis aequationibns (I), (II), (III), (IV) satisfecere 
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iam probaturi sumus. — Ex illa enim aequatione (V) sequitur modo in § 10 
tradito, ut sit: 

pro quavis radice a. Cum vero expressio: 

—iL —^ 

, ,. 1—«-^ 1— a P 1— a « 

pro Omnibus ipsius a valoribus exceptio radicibus d^ primitivis evanescat, 
etiam expressionem a{a) hanc ipsam habere proprietatem ideoque unitates 
^^ Ulis condicionibus sufficere patet 

Quaecunque unitates illis aequationibus (I), (11), (III), (IV) satisfa- 
ciunt classem efficiunt unitatum eam, quam ad divisorem „d^ pertinere di- 
cimus. Iam primum unitates eiusdem classis inter se comparabimus, et qui- 
dem omnes potestatibus vel integris vel fractis unius systematis unitatum 
coniunctarum exprimi posse probabimus. Etenim sint unitates aliquae ad 
divisorem d pertinentes hae: fi^ /s, ... ^; designentur deinde valores abso- 
luti logarithmorum harum quantitatum signis: 9>i, 92, ... <pa'^ hoc aequatio- 
num systema semper aolvi potest: 

(VI.) l^^ ~ «l^2+»2<^3+"^ + «*<^*+l, 

• • • 

ubi indeterminatae sunt quantitates itj , it, , . . . it^ atque numerus harum quanti- 
tatum, litera h designatus, numerus ille est, quem Gauss signo q){d) denotat, 
i. e. numerus numerorum ad ipsum „d^ primorum eoque minorum. Designante 
w radicem aequationis id^=1 pro qualibet hac radice v>, ratione in § 9 ex- 
hibita prodit aequatio: 

(Vn.) 9i+92«?H h^d«?"*"^ = (iii+«2«?"^+'-+«t«?*~*)(^i+<y2«?+--*+<^d«?'*"^)* 

Quam aequationem pro omnibus radicibus w non primitivis re ipsa expleri ex 
eo elucet, quod his casibus et ^(fr) et a(i£?) evanescunt, cum et unitates / et 
unitates s in classe ad divisorem d pertinente insint*). — Singuli ipsius v> 
valores primitivi totidem aequationes praebent formae (VII), quarum igitur 
numerus k numero indeterminatarum aequalis est. Ut igitur indeterminatas 
ex iis determinari posse ostendamus, tantummodo determinantem systematis 



*) V. quae supra iudicata sit UDitatum ad classem pertiDentium proprietas. 

6* 
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illius non evanescere probandnm est. Determinans autem cum sit: 

designantibas h, h', ... systema nameroram inter se incongraornm ad ipsum 
d primorum, aliquis factor a(i£?*) evanescere deberet, ideoqne foret: 

ai+ (72«? + 03 «?'+••• +0^«?^"' = 

pro aliqna radice primitiva w, sive ratione habita aeqnationam (I) nee non 
aequationis huius: a^=^w esse deberet: 

(7,+ (72a^+ (73 a^^H haia^^^-^> = 

pro aliqna radice primitiva a. — lam cnm sit secnndnm aeqnationem (V): 

(7,+(72a^+- + (7i(x^(^-^> = (pi+P2«^+- + pia^^^-'^)(ai+a2a^+--), 
esse deberet: 

sive Substitute ipsius a (a^) valore et posito a^ = w: 

( d\ Jt i— «?'' 1— tP« ^ 

^^ ^ 1— tp 1— tr ' 

id quod fieri nequit, cum nuUum factorem (1— i^''), . . ., designante w ra- 
dicem primitwam rf**™, evanescere pateat, neque factorem p(a^) nihilo aequi- 
valere posse supra in § 9 demonstratum sit. 

lam cum probaverimus, quamvis unitatem ad ipsum y^d^ pertinentem 
potestatibus ipsorum $ repraesentari posse*), exponentes harum potestatum 
non irrationales esse ex eo elucet, quod, cum unitates s potestatibus integris 
unitatum r expressae sint, etiam unitates quaedam potestatibus ipsorum ^r^ 
irrationalibus repraesentari possent, id quod fieri non posse in § 13 demon- 
stravimus. Quare forma generalis unitatum ad divisorem ^d^ pertinentium erit: 



S 

sive: 



o| « ^2 * * * 't 



designantibus n^ mi , iH} , ... numeros integres reales. 

In quibus unitatibus exponentes symbolicos tanquam veros numeros 
complexos tractare possumus, quia omnes eorum reductiones aequationibus 
nituntur : 



^) Nempe si in aequationibus (VI) a logarithmis ad numeros transeas. 
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l+W^ + W "-{ h«? '^ = 0, 

1 + 10*+«' ' + --+ir ' = 0, 



et 

Gumque re vera sit: 



p p 



nee non: 



oj — oj« «2 * * * •«! "" "*■ ~~" •!• 

§ 19. 

Respeetu habito eorum, quae in § 7 enm explicata tnm indicata sint, 
atque posito ^A^ nnmernm esse einsmodi, ut qaivis numeros primus formae 
kl+r in n factores complexos, compositos e radicibus unitatis iL*i% discerpi 
possit^ si statuamus g, g', g", . . . resp. numerorum p% ^, f , . . . radices primitivas, 

n = Ä.A'.Ä"...*), 

omnino eadem qua in § 15 nsi sumus ratione probatur, exstare in qnavis 
classe nnitatem u, cnins potestatibus integris complexis omnes unitates ad 
eandem classem pertinentes repraesentari possint Cnmqne qnivis nameras 
eomplexas integer ex anitatis radicibas d^^ compositus ad expressionem (p{d) 
terminoram integram redigi possit**), (p{d) anitates conionctas exstare patet, 
qaarnm potestatibas integris omnes anitates ad divisorem d pertinentes ex- 
primi possint 

lam eadem qaa in § 16 asi samas ratione probari potest, designante 
„u^ nnitatem fandamentalem classis ad ipsam d pertinentis, omnes reliqaas 
eiasdem classis anitates fandamentales easqne solas forma contineri: u'^''^, 
si m{w) nameras est talis, at J^mm{w) = 1. Etiamqae anitates non con- 
ianctae statni possant fandamentales maltitadinis 9(d), et qaidem nameras 
nnitatam diversaram, qaae statai possant, fandamentaliam conianetaram erit 

*) Numeri A, A', ... resp. multipia numerorum p«-*, 9*-*, . . . esse debent. 

**) V. § 7. 
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infinitns, dummodo 9 (rf) > 2, ergo rf ^ 8, numerus vero unitatum fundamen- 
talium non coniunctarum erit infinitus, quando 9(rf)^2, ergo rf>2. 

Denique omissa illa suppositione, qua statuitur, omnem numemm pri- 
mum formae kl+r in n factores complexos discerpi posse, ratione illa in 
§17 exhibita demonstrari potest: dato quocunque systemate unitatum con- 
iunctarum ad classem aliquam pertinentium *), semper existere aliud systema, 
quo alteri adiuncto cunctae eiusdem classis unitates repraesentari possint 
Et quidem secundum supra adnotata utrarumque unitatum tantummodo 9 (cQ^^ 
opus erit. 

lam etiam probemus numerum unitatum fiindamentalium ipso 9(1/) 
minorem non sufficere ad repraesentandas omnes unitates eiusdem classis. 
Quem ad finem sint unitates quaedam fundamentales : f, f, f", . . . , itaqne 
illas quoque unitates ^^ potestatibus harum / integris repraesentari posse 
oportet. Quare sit posito log/ =9, log/' = 9', ... et h = (p{d): 

• • • 

• • • 

• • • 

Cum vero numerus ipsorum / itaque ipsorum ip sit ^ &— 1, bis ipsis eli- 
minatis certe una restabit aequatio formae huiusce: 

(I.) fii(yi+ii2(y2+... + iijfe(74 = 0, 

in qua aequatione iti , it^ , ... numeri esse debent integri atque non omnes 
nihilo aequales. Id quod fieri non posse sequentibus probatur. Ex aequa- 
tione enim (I) sequitur: «i*^. ..«][* = 1, unde mutatis periodis iis, quae uni- 
tatibus y/^ continentur, oritur systema aequationum: 

*1 "2 • . • *t ~— A ^ 

• • • 

• • • 

ex quo ope formulae (IV) § 9 deducimus aequationem: 

(iii+fi2tr~^H h«t«?"*"^0(^i+^2«?H Vo^iD'^-^) = 

pro qualibet d^ radice unitatis tr. Cum autem factorem alterum pro nuUa 



*) Ea tantum condicione, ut expressio illa a(ir) pro nuUo valore ipsius tr primi- 
tivo evanescat. v. § 18. 
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radice w primitiva evanescere supra (§ 18) demonstratum sit, factor prior 
pro his Omnibus k valoribns ipsius v> evanescere deberet; id quod (nisi 
Hj = n, = . . . = 0) fieri non posse ex § 7 coUigitur, 

§20. 

lam quid ex hac singnlamm classium disqnisitione pro nniversis nni- 
tatibus coUigi possit^ inqniramas. Quodsi supponimus numemm k illa vir- 
tute, initio § 19 memorata, gaudere, ea ipsa proprietate divisores quoque 
ipsius l praeditos esse patet. Hoc igitur casu pro quolibet divisore „d^ ex- 
stant quaedam unitates fundamentales coniunctae, quamm q>{d) slA reprae- 
sentandas omnes huius classis unitates suf&ciunt ; quae designentur notis u^i^ 
11^2 ) • • • 9 earumque logarithmi sint v^a i ^d,7i • • • • 

Sit ^^ unitas aliqua, atque formetur ex ea unitas classis ad divi- 
sorem ^d^ pertinentis illa ipsa ratione, qua initio § 18 usi sumus. Sitque 
haec unitas ^^^ ita ut habeamus servata designatione illic adhibita: 

Sed esse debet 

designantibus iti, it,... numeros quosdam integros. Itaque habemus aequa- 
tionem : 

ratione saepe usitata pro qualibet tadice w aequationis w^ = 1. Deinde est : 

(11.) o^+o^a-'-^-Oxo}'^ = a(a"')(pi+p2aH hpia^""0 

pro quaque radice unitatis l^. Substituta igitur pro a radice v> obtinemus: 

atque per aequationem (I) aliquanto mutatam: 

I = («1+ fhw-^-] h«* w"^*"^^ ) (f>d,i+ <>d,2 «^ + • • • + <>d,i «?^"0- 

Quotiescunque igitur n(tr~*), numero aiw"^) divisus, residuum habet c(ip~^), 
ita ut 

sit (designante to radicem primitivam), habemus aequationem: 
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atque si ponimus nnitatem: 

et log. /i = Ti , erit : 

a(a-^)(Ti+T2aH f-Ti«^"') = c(a"^)(rrf,i+rrf,2a + — + r^ia^-^) 

pro quoque ipsias a valore, qui radicem d^^ primitivam praebet. Pro Om- 
nibus reliqnis ipsias a yaloribus erit: 

cum pro bis ipsius a yaloribus sit 9d,i+^d,2^+'" = 0- 

Unde elucet, quamvis unitatem „r^ ope unitatum „vf^ ad unitatem ^*^ 

reduci posse talem, ut si unitas classis ad y^d^ pertinentis ratione supra indi- 

cata ex ea formetur atque potestate ipsius „vf^ complexa repraesentetur, ex- 

ponens certo quodam residuorum systemate modulo a(v>) contineatur*). Hinc 

tanquam coroUarium sequitur, ut si tales tantum unitates existant, quarum 

exponentes Uli cuncti residua nibilo aequalia habeant, quascunque uuitates 

integris ipsorum „u^ potestatibus exprimere liceat, itaque numerus unitatum 

fnndamentalium sit: 

9WH h9(rf) + -'- = 't— 1 

secundum notum illud theorema. 

Statutis certis quibusdam residuorum systematis modulis a (tr), a\io'\ . . . 
pro singulis ipsius X divisoribus, sit unitas ^r^ eiusmodi, ut exponentes, ad 
quos pertinent unitates classium ex illa „r^ formatae, pro singulis a(io) re- 
siduis quibusdam ex istis systematis aequales sint ; tum brevitatis causa seriem 
quandam residuorum ad unitatem „r^ pertinere dicemus. lam primum ex 
illis supra dictis concludimus, cunctas unitates unitatibus „u^ et unitatibus 
^ repraesentari posse. 

Deinde supponamus divisores ipsius l certo aliquo ordine dispositos: 

sint porro unitates ^r^ tales, ut residua, quae ad eas respectu divisoris cf, 
pertineant, non evanescant; sint unitates y^s^ tales, ut residuis respectu d^ 
evanescentibus residua, quae ad eas respectu divisoris d^ pertineant, non 
evanescant etc. Inter has unitates r, s, t, . .. omnes illas, quae supra ipso 
y^ denotatae sunt, inveniri apertum est. Deinde adnotamus, pro divisore 



*) Sic supra pro unitate „r"y ad quam exponens &(tr) pertinebat, ad unitatem ,,f' 
reducta est, ad quam exponens c(tr), qui est residuum ipsius n(tr) modulo a(to), 
pertinet. 
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ultimo tales uiiitates existere non posse. Tum enim residua respectu omniam 
diviöorum, excepto ipso rf,, evanescere deberent ideoque, posito illam uni- 
tatem z eiusque logarithmum ^ esse, aequatio 

pro Omnibus ipsius a valoribus exceptis radicibus rf.^^^ primitivis locum habere 
deberet. Itaque unitas z in ipsa classe ad divisorem rf, pertinente inest 
(v. § 18) atque in aequatione : 

ubi IT est radix rf,*» primitiva, numerus n{w) ipso a{w) dividi posse deberet, 
proptereaque residuum respectu divisoris rf, quoque evanesceret. 

lam unitates ^s'^ inter se reducendae sunt. Primum, si quae existant, 
ad quas idem residuum respectu ipsius rf, pertineat, e. g. r et r', pro bis 

accipi possunt unitates r et — , quarum alteram ad genus unitatum ^" (vel 

inter ipsas t, . . .) referendam esse patet, quippe quae eius residuum respectu 
rfi evanescat. Unde concludimus, quaecunque unitates r eodem residuo re- 
spectu dl gaudeant, ex eis unam tantum eligendam esse, cum ceterae ope 
huius et unitatum s, t, ... repraesentari possint. — Deinde sit n (tr) residuum 
alicuius „r^ respectu rf, (ubi w radix primitiva rf^^a), sitque (p (ir) factor com- 
munis maximus numerorum n{w) et illius a{w\ ita ut sit 

n{w) = (p{w).m{w)^ 

numerum invenire licet V(ir) talem, ut sit 

m{fD)ip{w) ^ 1 (mod.a(tr)) *), 
ergo 

n (je) \p {w) ^ cp (w) (mod. a iw)). 

Itaque cum unitas rf^"^ quoque integra sit, unitas existit, cuius residuum 

respectu rfi ipse numerus q>(w) est. Qüae si litera r' designatur, erit r'"*^"^ 
unitas, cuius residuum respectu rfi numerus n (ir), quae igitur secundum supra 
dicta pro illa unitate r accipi potest. Hinc sequitur, ut loco omnium earum 
nnitatum, quarum residua eundem factorem communem maximum (p (tr) cum 
numero a{w) habeant, unam tantum, cuius residuum ipse hie numerus (p{tc) 
sit, accipere liceat. 



*) Cf. §4 et §7. 

Journal für Mathematik Bd. XCIII. Heft 1. 
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Sint nnitatum r et r residua respectu rfi numeri q>{w) et rp{w\ qui 
uterque numerum illum a{w) metiens supponi potest. Tum erit factor com- 
mnuis maximus namerorum 

m {w) (f (tr) + n (tr) xp (ir), a (ir) 

ipse factor communis numerorum (piw) et i//(ir). Positis enim m{w\ n(w) 
numeros esse tales, ut sit 

m (w) (p{w) + n {w) yj{w)^x i^) (mod. a (tr)), 

ubi /(ir) factor est communis maximus ipsorura (fite) et V^(fr), illa sententia 
elucet. Cumque etiam r"'(«'>.r'"^"'^ unitas sit integra eaque talis, ut residuum 
respectu rf» sit /(tr), hanc ipsam unitatem, ex qua ope unitatum s, t, . . . 
unitates illae {r,r') derivari possunt, loco duarum unitatum r, r' accipere 
licet. Quaecunque igitur unitates variorum respectu rfi residuorum existunt, 
semper una talis pro iis accipi potest, cuius residuum respectu rfi factor 
omnium residuorum communis maximus sit. Et, si respicimus supra dicta, 
pro hac ipsa talis statui potest unitas, ut residuum respectu rfi sit factor 
ipsius a{w). 

Quae cum de unitatibus r exposuerimus, ad unitates s, t, ... adhibere 
liceat, concludimus, praeter unitates „u^^ ad repraesentandas omnes unitates 
bis tantum opus esse: unitate quadam „r" (cum eins coniunctis), cuius re- 
siduum respectu di est factor ipsius a{w)] unitate quadam ^«^, cuius residuum 
respectu 0(2 est factor ipsius b{w') etc. Itaque hanc obtinemus seriem uni- 
tatum fundamentalium : 

lam si residuum, quod ad unitatem r respectu rfi pertinet, (p{w) ponitur, ita 
ut sit a (tr) = (p{iD).yj (ir), habemus aequationem : 

vel 

pro qualibet radice rfi** primitiva w. Unde patet unitatem r'^^^^w^Ji esse 
talem, ut eins residuum respectu rfi sit nihilo aequale, eamque igitur uni- 
tatibus fi^,, tij3, ... et 8, t, ... repraesentari posse. Ergo ipsae unitates 
coniunctae u^ unitatibus ^r" et reliquis utriusque seriei unitatibus expri- 
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muntur. Inter has vero unitates „r^ eae, qnaram index numero 9(^1) maior 
est, ad priores redacantur. Sit enim (posito (p (rfi) = Ar) 

x^+Ct^ia^^-\ [-CiX + c == 

illa aequatio, qnaram radices snnt radices unitatis di^^ primitivae, in qna 
coefficientem ipsius x* unitatem esse e forma illins aeqnationis in § 7 ex- 
hibita manifestum est, et fingamus unitatem integram: 

ideoque posito loga:, = f,: 

Cum vero c (a), eaque de re | (a), pro illo ipsius a valore a = tr evanescat, 
unitas Xi unitatibus ti^, . . . atque unitatibus s, t, ... repraesentari potest. Ergo 
fit+i unitatibus ri , r^ , ... r^ et unitatibus utriusque illius seriei reliquis ex- 
primi potest; pariterque r^t+j unitatibus rj, rj, ... r^t+i ideoque unitatibus 
fi, rj, ... r^t et reliquis etc. etc. Itaque pro illis unitatibus „Uj^^ et „r^ 
tantum accipiendae sunt unitates: 

Simili modo pro unitatibus ti^ et s tantum accipiendae sunt unitates 

quia sicuti supra et unitates ceterae cum Si coniunctae et unitates „Uj^^ per 
unitates «1, 82^ ... «^(d,) adiunctis illis ti^, . . . /^ . . . s^ exprimi possunt 
Denique pro unitatibus ti^._^ et is accipiendae sunt unitates 

quia bis ipsis ope unitatum u^. illae repraesentari possunt Habemus igitur 

tanquam unitates fundamentales, ad repraesentandas omnes unitates suf- 
ficientes, has: 

^1? ^2? ... ^v(d,)? 

• • • 

• • • 

Ä| , Ä2, ... ^y((f,._,)? 

Wd.,1, tfrf^.,2, . . . •'rf.-.vCrf,)» 
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qnia ceteras cnm ipsis u^. conianctas unitates „m^ illis exprimi posse iam 
supra adnotaviinns. Namerus igitnr unitatam fundamentalium erit: 

enmque numerum ipso A— 1 minorem esse iion posse in § 12 demonstravimus. 
Numerus igitnr unitatum fandamentalium hie idem est, qui erat casu 
quo l numerus primus, sed eum casu generali, tanquam unitates fundamen- 
tales semper unitates accipi posse coniunctasy non probaverimus, num re 
Vera unitates fundamentales coniunctae pro quovis l existant, in dubio remanet. 
Haec autem quaestio quanti sit momenti ex eo elucet, quod problema illud 
Diophanteum (v. §11) inveniendorum numerorum a?, a:,, ... xx^i aequationi 

satisfacientium systematis unitatum fandamentalium coniunctarum perfecte sol- 
vitur. Nam si omnes unitates forma u^^"^ sive 

continentur, cuneta ipsorura x systemata functionibus ralionalibus integris illius 
unius systematis (f) repraesentari possunt. Sin vero duorum systematum uni- 
tatum coniunctanim opus est, omnia systemata ipsorum x nonnisi duobus syste- 
matis (?), (I') modo rationali exprimi possunt. Quoniam autem in § 17 demon- 
stratum est, acceptis quibuslibet unitatibus coniunctis r,, rj, ... r^^i semper in- 
veniri posse alterum systema *i, «,, ... «;._i tale, ut omnes unitates integris ista- 
rum unitatum r et s potestatibus exprimi liceat, sequitur, ut accepto quolibet 
systemate x", x", ... x-'^i alterum systema a?', x[^ ... x'i^.^ inveniri possit tale, ut 
omnia systemata ipsorura x tanquam functiones rationales integrae illarum 21 
quantitatum x^\ x repraesentari possint. Sed cum e disquisitionibus illis gene- 
ralibus Cli. Lejeune-Dirichlet, quas supra pagina huius dissertationis secunda 
eommemoravimus, tantummodo concludi possit, k — l quantitatum x systemata 
sive A(Ä— 1) quantitates x ad repraesentanda cuneta ipsorum x systemata 
sufficere, casu quem in hac dissertatione tractavimus speciali problema Dio- 
phanteum, quaestione unitatum complexarum exhibitum, peculiarem ac sim- 
pliciorem solutionem admittere bene animadvertendum est. 
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Ueber die elliptischen Functionen zweiter Art. 

(Von Herrn G. Frobenius in Zürich ) 



Jjine elliptische Function zweiter Art wird nach Herrn Hermite jede 
Function genannt, die im Endlichen überall den Charakter einer rationalen 
hat, und deren logarithmische Ableitung doppelt periodisch ist. (Comptes 

Rendus, tome 85). Sind 2co und 2co' die Perioden von —r^^ so ist 

(1.) y (m + 2cü) = m y (ti), (p{u+2a}')=^m(p{u\ 

wo m und m' zwei Constanten sind, welche die Multiplicatoren von (p(u) 
heissen. Es erweist sich vortheilhaft, an ihrer Stelle zwei andere Constanten 
ILi und fi' einzuführen, welche ich durch die Gleichungen 

(2.) m = c-''''>', m' = e'-"^ 

definire und die (den Perioden 2cü und 2cü' entsprechenden) Parameter von 
(p{u) nenne. Dieselben können, ohne ihre Bedeutung zu ändern, beliebig 
um ganze Zahlen vermehrt oder vermindert werden. 
Sind y und r' zwei ganze Zahlen, so ist 

(3.) (p{u + 2yü}+2y'ü}') = e''''^"''-^''^(p{uy 
Ist also 

ü)i=: au)-\- ßa)\ Bfx =«/t,-fy/ii, 

wo a, ß, y, (T vier ganze Zahlen sind, und die Determinante € = ad^ßy 
von Null verschieden ist, so entsprechen den Perioden 2cüi, 2(o'i die Para- 
meter |Ui, ^i. 

Sind /LI, fii* beide Null, so ist <p{u) eine elliptische Function erster 
Art. In der Theorie der elliptischen Functionen zweiter Art ist aber nicht 
nur dieser Fall als ein Ausnahmefall anzusehen, sondern allgemeiner der, 
wo 2^cü + 2.a'cü' eine Periode ist, wo also zwei ganze Zahlen y, v so be- 
stimmt werden können, dass /tw + aV = ycü + i/V ist. (Vgl. Mittag- Leffler, 
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Comptes Rendus tome 90, p. 177.) Unter dieser Annahme ist nämlich, falls 

in (*} ia' 

gesetzt wird, (p{u) = c''**v/(fi), wo rpiu) eine doppeltperiodische Function 
ist. Diesen nur geringes Interesse darbietenden Fall schliesse ich hier 
ganz aus. Wenn im Folgenden gleichzeitig mehrere elliptische Functionen 
zweiter Art betrachtet werden, so wird, falls nicht ausdrücklich das Gegen- 
theil gesagt ist, immer vorausgesetzt, dass sie nicht nur dieselben Perioden, 
sondern auch dieselben Parameter haben. 



§1. 

Allgemeine Eigenschaften. 

Die Weierstrass^che Function o{u) genügt der Gleichung 

wo y, v' zwei ganze Zahlen bedeuten. Zwischen den in diese Formel ein- 
gehenden Constanten besteht die Relation 

(5.) 1](0'-1]'(0 = +^ 

f 

oder — V 7 J^ nachdem die Ordinate der complexen Grösse t = — positiv 

oder negativ ist. Wählt man 2cü, 2cü' so, dass sie positiv ist, so genügt 
folglich die Function 

der Bedingung (3.), ist also eine elliptische Function zweiter Art mit den 
Parametern //, ,u'. Mit Hülfe derselben lässt sich die Theorie der ellip- 
tischen Functionen zweiter Art gänzlich auf die der Functionen erster Art 
zurückführen. 

Die Function qC«), welche ungeändert bleibt, falls ^, fi' sich um 
ganze Zahlen ändern, wird nur für den Werth (und die congmenten 
Werthe) unendlich gross von der ersten Ordnung, und ihre Entwicklung 

nach Potenzen von u beginnt mit — ; sie verschwindet nur für den Werth 
Ar = 2jUM}+2iu.'ü}\ 

Da der Quotient von je zwei elliptischen Functionen zweiter Art 
doppelt periodisch ist, so ist jede solche Function yC«) = q(«)V'(i*), wo 
tp (u) eine elliptische Function erster Art ist. Wird q) (ti) für keinen Werth 
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von u unendlich, so kann tp{u) nur für u = k unendlich gross von der ersten 
Ordnung werden. Eine elliptische Function vCw), die nicht für mehr als 
einen Werth unendlich wird, ist aber eine Constante. Da ferner für w = 
auch tp{u) = ist, so verschwindet xp (u) identisch. 

I. Eine elliptische Function zweiter Art, die für keinen Werth unend- 
lich gross wird, verschwindet identisch. 

Da die Function q>{u) im Endlichen überall den Charakter einer 
rationalen hat, so kann sie nur für eine endliche Anzahl incongruenter 
Werthe fri, 62, ... b^ unendlich gross werden, und nur für eine endliche 
Anzahl von Werthen a^ 02 7 • • . «« verschwinden. Die elliptische Function 
\p{u) wird dann für die n+1 Werthe 61, 62? ••• bn, k unendlich und für 
die m+1 Werthe 01,03, ... o^, gleich Null. Nun wird aber eine 
doppeltperiodische Function für ebenso viele Werthe Null wie unendlich, 
falls man jeden Werth so oft zählt, wie seine Ordnungszahl angiebt, und 
die Summe der Werthe, für die sie verschwindet, ist der Summe der Werthe, 
für die sie unendlich wird, congruent. Daraus folgt: 

II. Eine elliptische Function zweiter Art wird für ebenso viele incon- 
gruente Werthe Null wie unendlich. 

IIL Sind öl , Oj , ... o« die incongruenten Werthe, für die eine ellip- 
tische Function zweiter Art verschwindet, und 6, , 62 7 • • • 6« die Werthe, für 
die sie unendlich wird, so ist 

(7.) Sa- 2 b = 2,a£ü + 2.aV. 

Indem man die Grössen a, b um Perioden oder die Parameter i.i, jli 
um ganze Zahlen passend ändert, kann man immer bewirken, dass 

2:a—2b = 2aa> + 2,aV 

wird. Die beiden letzten Sätze können auch direct gefunden werden durch 
Berechnung des über den Rand eines Periodenparallelogramms erstreckten 

Integrals f(u—c) -^^7^ du, wo c eine unbestimmte Constante ist. Während also 

eine elliptische Function erster Art jeden beliebigen Werth innerhalb eines 
Periodenparallelogramms gleich oft annimmt, gilt dies bei den elliptischen 
Functionen zweiter Art allgemein nur von den Werthen und oo. Die 
Zahl n möge die Ordnung der Function ip(u) genannt werden. Ist 

(8.) 2 a- 2 b = 2(a + v)a> + 2(.u'+y')«>', 
wo V, V* ganze Zahlen sind, so ist 
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(9) W(u) = C ^("~^i)^0^~"^a)'"^("""^'») ^'i((u+y)tj+(u'4-y')fr'iu 

^ '^ ^^ ^ a(u — b^)a(u^b^)...o(u — b^) * 

WO C eine Constante ist. Denn der Formel (4.) zufolge ist die durch Glei- 
chung (9.) definirte Grösse C eine doppeltperiodische Function von ii, die 
flir keinen Werth unendlich wird. 

Die elliptische Function zweiter Art (p{u) möge für w = a von der 
ccten^ für ti = 6 von der ß^^^ u. s. w. Ordnung unendlich werden, und in 
ihren Entwicklungen in den Umgebungen der betreffenden Stellen mögen 
die Glieder, welche negative Potenzen der Aenderung des Arguments ent- 
halten, die folgenden sein: 

u. s. w. Dann ist 

(10.) I +ßq(«i-6) + ß.q'(«i-6) + ß2q>-6) + -.. + ß^.iq^^-^^(ii-6) 

+ • ••. 

Denn die Differenz zwischen der rechten und linken Seite dieser Gleichung 
ist eine elliptische Function zweiter Art, die für keinen Werth unendlich 
wird, also nach Satz I. identisch Null. Diese Formel hat Herr Hermite 
(1. c. pag. 693) durch Betrachtung des über den Rand eines Periodenparallelo- 
gramms erstreckten Integrals /q{u — v)cp{e)dv gefunden. 

§2. 

Addition und Multiplication. 

Seien «i, t?,, ... u„, t?„ 2n unabhängige Variabein, und sei 

Q = |q(Wa+«/9)|. 

Betrachtet man zunächst alle in diesem Ausdrucke vorkommenden Grössen 
ausser Ui als constant, so ist er eine elliptische Function zweiter Art von 
«1, welche nur fllr die n Werthe — t?i, — t?,, ... — r, unendlich wird, also 
auch flir genau n Werthe verschwindet. »—1 derselben sind tia, thj ••• «.. 

Der w*® Werth ist daher nach (7.) gleich k—Ui ««— 1?|— r, — •— «,. 

Nach (9.) ist folglich die Determinante Q bis auf einen von «i| unabhängi- 
gen Factor gleich 

q{Ui + f^i + -' + K + v,)ö{u,+v, + -' + u, + v„) V , '^ JJ » /^ ' 
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lodern man in ähnlicher Art ihre Abhängigkeit von »^, ... »„, «i, ... «, 
untersucht, findet man, bis auf einen constanten Factor genau, 



(11.) 



= q(iii + f?i + --- + Wn+0^(w. +«, + •• • + ««• + «?«) naCua+v) 



ß) 



Im Nenner der rechten Seite durchlaufen a und fS unabhängig von einander 
die Zahlen von 1 bis w, im Zähler nur solche Zahlenpaare, für welche 
a>>/3 ist. Dass der constante Factor in der Gleichung (11.) richtig an- 
gegeben ist, erkennt man ohne Weiteres für »=1 und allgemein durch 
den Schluss von w — 1 auf n. Multiplicirt man nämlich die Elemente der 
letzten Zeile von Q mit ««+«„ und setzt dann «„==—€?„, so verschwinden 
sie mit Ausnahme des letzten, das gleich 1 wird, und daher geht Q in den 
analog aus den n—1 Argumentenpaaren Wi, t?i, ... w,-i, <?»_i gebildeten Aus- 
druck über. Da dasselbe von der rechten Seite der Gleichung (11.) gilt, 
so ist sie damit allgemein bewiesen. 

Setzt man in der entwickelten Formel 

2 a ?/ + 2^t'i?' = und 2 a cü + 2fi^a}' = — tr, 
so eiliält man 



(12.) 



Die auf der linken Seite stehende Determinante R ist gleich 

-1 1 . • • 1 

<7(«, + e,+w) a(tt, + v, + u>) 











<'(«i + <'i) 



... 



... 






^(«*i. + «'l) 0(Un + Vn) 

Setzt man zur Abkürzung 

(13.) r(«) = -^ 

und entwickelt jedes Element nach Potenzen von w mittelst der Formel 

a(« + r + «.) ^ i + ,(„^,)„^... 

zieht dann die erste Zeile der Determinante von allen folgenden ab, divi- 
dirt die Elemente der zweiten bis (w+1)*^^ Zeile durch w und multiplicirt 
die der ersten Colonne mit to, so erhält man 
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R = -tP 



<— 1 



— tp 
1 



r(«,+f»,) + 



• •• • • 



r(«i + ».) + 



• • • 



1 r(ö,+e,) + r («.+ «,) + 

Indem man daher auf beiden Seiten der Formel (12.) die Coeffieienten von 
«?""' vergleicht, findet man die Relation 

1 . • . 1 

1 r(tti+e,) . • . r(«,+0 



(14.) 



1 r («, + «,) 



• • • 



• • • 



r(w„ + 






welche Herr Sückelberger mit mir zusammen in einer kleinen Notiz, dieses 
Journal Bd. 83, S. 175 direct entwickelt hat. Daselbst haben wir aus dieser 
Formel zwei andere abgeleitet, indem wir durch einen passenden Grenz- 
übergang erst die Grössen <?i , ... t?« alle gleich Null und dann die Grössen 
«1 , ... w„ alle einander gleich werden Hessen. Auf demselben Wege ge- 
langt man von der Gleichung (11.) zu den Relationen 



(15.) 



q(tij, q'(tia), 



i(«-0 



... 



(«a) 



= q(«, + -- + «.)a(«j + - + «.)— 5^ naCuaY ' 



(16.) 



q(«) 

q'(«) 



q'(«) 

q"(«) 



q<-'H«) q^"H«) 



... 



... 



* • . 



... 



i(«-i) 



(«) 



q^"H«) 



^^nu)^n^a-ßf. 



§3. 

Multiplication und Division. 

In den folgenden Entwicklungen nehme ich an, dass 2ilit] + 2/ji'7]' 
ist. Setzt man femer 2,uco+2,uV = — t?, so ist 

(17.) q(ti, t?) = ; . \ \ 
^ IN ^ / a(M)a(t?) 

eine elliptische Function zweiter Art mit den Parametern 



= 






• TT 



/i' = - 



7JV 

in 
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welche ungeändert bleibt, wenn das Argument u mit dem Parameter v ver- 
tauscht wird. Ist n eine positive ganze Zahl, so sind folglich q(ti, nt) und 
q(»«i, t?) elliptische Functionen zweiter Art mit den Perioden 2co, 2w> und 
den Parametern «.u, nfi\ Die erste ist eine Function erster Ordnung, die 
nur für fi = unendlich wird, die andere ist eine Function der Ordnung »^ 
und wird, falls man 

(18.) a)„ß = , r],ß = ^ 

setzt, für die Werthe u^—co^x^ wo jede der beiden Zahlen x, l ein voll- 
ständiges Restsystem (mod. n) zu durchlaufen hat, unendlich von der ersten 
Ordnung. Nach Formel (10.) ist daher 

nq{nu,f)) = 2;C,xq{u + a),x,nv). 

Entwickelt man nach Potenzen von «i + «>«/? ? so findet man durch Verglei- 
chung der CoefBcienten von (w + cü„^)-^ dass C„^ = e-(^«'?+''^'?'>^ ist. Mit- 
hin ist 

/19 N na(nu+v) ^ a(^nc+u + (o^x) ^-ly.^nr 

Ersetzt man <? durch t? + (ü„^, so erhält man allgemeiner 

(20.) n^(mi+r + a>.^) ^^^^^^,, ^ x^^^ o{nv-^n^-co^^^^^^,,^ 

^ ^ (T(ii?i)a(o+(i>a/j) M <T(nv)a(M+W;,2) ^ 

WO 

2/1» 



(21.) p = e " 

ist. Vergleicht man in den Entwicklungen der beiden Seiten dieser Glei- 
chung nach Potenzen von f? die constanten Glieder, so ergiebt sich, falls 
a und ß beide Null sind, 

(22.) nx{nü) = ^(r(ti + cü,a)~ 17,^)7 

falls aber « und ß nicht beide Null sind, 

(23.) ^!^^(^^ = ^P^^-'^'(r(« + co.,)-i?.0- 

Vergleicht man femer in den Entwicklungen nach Potenzen von u die 
constanten Glieder, so findet man (bei Ersetzung von v durch u) 

(24.) «(r («+«,„,) -,?„,) = r(««)+^'p«^-^--^^^i^e-'».^»«, 

WO der Strich bei dem Summenzeichen andeuten soll, dass das Werthepaar 
X, ^=:0, auszuschliessen ist. Will man diese Formeln, aus denen sich 

8* 
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durch Diiferentiation nach u die JacoAischen Formeln für die Auflösung der 
Theilungsgleichungen ergeben, direct aus der Theorie der elliptischen Func- 
tionen ableiten, so muss man den /fermi/ßschen Satz (vgl. z. B. dieses Journal 
Bd. 88, S. 154, Formel (5.)) auf die doppeltperiodischen Functionen 

r(iiM) — wriii), — / N / ^-g"^^"^ 
^ ^ ^' o(ja„ß)a(jiu) 

anwenden. So erhält man zunächst die n^ Gleichungen (22.) und (23.) und 
durch Auflösung derselben die n^ Gleichungen (24.). Auf dem hier einge- 
schlagenen Wege wird die Auflösung solcher linearen Gleichungen ver- 
mieden, weil die n^ Relationen (20.) die Eigenthümlichkeit haben, dass sich 
die aufgelösten Gleichungen aus den ursprünglichen durch Vertauschung 
der beiden Variabein u und t? ergeben. 
Setzt man nun 

f25 ) f ^"^ ^ ^(^aß)'-Vaß, S^ß = p{0)aß), Kß = p\o),ß\ 

\ Tu, = 0, «,,, = 0, Ax) = 0, 

so findet man durch Entwicklung der Gleichungen (22.) und (23.) nach 
Potenzen von u und Vergleichung der Coefficienten der Anfangsglieder die 
Relationen 

(26.) nr^ß = ZQ^'-^'^r^i. 

(27.) W(s„^-rlß) = i:f'-^'s,,, 

(28.) j,n\t„ß^-%s„ßr„ß-fiß) = ^Q^-^'t^i. 

Die Ausdrücke (25.) bleiben ungeändert, wenn a, ß durch congruente Zah- 
len (mod.w) ersetzt werden. Ferner ist 

Ist daher w = 2& eine gerade Zahl , so ist r,K) = rot = r^o = r^ = 0. Von 
dieser Ausnahme abgesehen sind aber die Grössen r^ß n^ verschiedene Func- 
tionen der beiden Variabein a», a/. Denn ist h = e""^, so ist 

(30.) -r(«) = — + icot(-2^)+2^, ___8in(-^). 

Diese Reihe*) ist convergent, falls u in dem Streifen der Constructions- 



*) Dieselbe ergiebt sich durch Coefficientenvergleichung aus der Reihe 

(Vgl. die während des Druckes dieser Abhandlung erschienene Arbeit des Herrn 
Kronecker, Zur Theorie der elliptischen Functionen, Berliner Monatsber. 1881, S. 1165.) 
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ebene liegt, der von zwei durch die Punkte 2w' und — 2(ü' zu der Ver- 
bindungslinie der Punkte und w gezogenen Parallelen liegt. 

Wählt man daher für ß eine der Zahlen 0, 1, •.. »—1, so darf 
mm u = (o^ß setzen. Entwickelt man die so erhaltene Reihe nach Potenzen 

von Ä * = 0?, so ergiebt sich 

to; 



^aß — ^0 ^y ^ 



Hier ist 



<^'=\-p-^ oder i— — , 
j e nachdem /3 = oder von Null verschieden ist, und falls y > ist, 



av av 



WO d die (positiven) Divisoren von v durchläuft, welche ^ ß (mod. n) sind, 
und 6 die, welche ^ — /? sind. Die ersten Glieder der Entwicklung von 

— r„ß sind also, falls ß = und a von Null verschieden ist, 
falls ß==Y (^^®^ ^ gerade) ist, 

n 

falls ß eine der Zahlen 1, 2, ... n— 1 mit AnsscMuss von -h- ist, 

Daher können die Differenzen der «' Grössen r„^ nicht identisch verschwinden, 
ausser wenn n gerade, und a, ß gleich Null oder -^ sind. 
Femer ist 

(31.) r^ß = t„ßfisaß\ riß = g («„^), 

wo f{s) und ^^(ä) (von er, /? unabhängige) rationale Functionen von s und 
^2 und ^3 mit rationalen Zahlencoefficienten sind. Denn setzt man 

so ist 

-|-(w„/>) = -«(»-l)r„^, yC«'«^) = - »(»-!)' rj/,. 
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Nun ist aber (vgl. Kiepert, dieses Journal Bd. 76, S. 31) 

(Pin) = p'iurG{p{u)\ 

wo f = oder 1 ist, je nachdem n gerade oder ungerade ist, und G(s) eine 
ganze Function von s, g^i^ g^ ist, und mithin ist 

Ist (o^ß ein primitiver n^^^ Theil einer Periode, so genügt s^ß einer 
irreductibeln Gleichung vom Grade 

wo p die verschiedenen in n aufgehenden Primzahlen durchläuft. In der- 
selben ist der Coefficient der höchsten Potenz 1, und die der übrigen sind 
ganze Functionen von g2 und g^. Weil nun die Grössen riß rationale Func- 
tionen der Grössen Saß und ausserdem unter einander verschieden sind, so 
genügen sie ebenfalls einer irreductibeln Gleichung m*«^ Grades, deren 
Coefficienten rationale Functionen von g^ und g^ mit rationalen Zahlen- 

coefficienten sind, und es lassen sich auch die Grössen s^ß und -^ durch 

faß 

die Grössen riß rational ausdrücken. Aus Gleichung (27.) folgt noch nach 
einem bekannten algebraischen Princip, dass auch die Coefficienten der 
Gleichung für riß, falls man den der höchsten Potenz gleich 1 voraus- 
setzt, ganze Functionen von g2 und g^ sind. 

§4. 

Transformation. 

Betrachtet man in der durch die Formel (6.) definirten Function q(ii) 
die Grössen u, co, w', fi, fi' als unabhängige Variabein, und setzt man 

q(«i) = q(«i, cü, cü', .£1, ^'), a(ti) = f7(M, cü, cü'), ?; = 7j((ü, cü'), V = VKö^'), 
q(fi) = q(w, ^, < /i, ^), ö{u) = o(u, -^, co'), ^ = iy(^, w'), V= v'^^, (^% 
so ist 

, , — , -f (o in 

und daher genügt die durch die erste der beiden Gleichungen 

(32.) ^ = i;+G,-^, ? = n^'+G,co' 
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definirte Grösse (?i auch der andern. Da femer 

q(«+-^) = ^ " qw 

ist, so ist 

q(ti + 2cü3 = e-'"*>'q(ti), q(w + 2cü') = e'^'^'^iu). 

Betrachtet man also 2cü, 2cü' als die Perioden von q(tt), so sind u, fx die 
ihnen entsprechenden Parameter. Unter dieser Voraussetzung ist aber die 

Function q(«i) nicht mehr von der ersten, sondern von der »*e^ Ordnung, 

und wird für die n Werthe ii = , wo l ein vollständiges Restsystem 

(mod.i}} zu durchlaufen hat, unendlich gross von der ersten Ordnung. Nach 
Formel (10.) ist daher 

q(«) = f Caq(«+^)- 

Entwickelt man nach Potenzen von wH , so ergiebt sich durch Ver- 

gleichung der Coefficienten von \u H ) , dass 0^ = e * , also 






ist. Ist speciell 



so ist nach (32.) 



q(u) = JSe " q(tt+-^) 



2ti7]+2,u'7]' = 0, 2/iCü+ 2/i'cü' = ~»f?, 



2iiiTl+2^T]' = -Gi<? 



und daher 



(33.) ^Oi+^e-^'- = ^-^ ^e-''^\ 

Vermehrt man u um und t? um ~^- — , so erhält man 

n n ' 



X , . 2(a+/9)w'\ 



(34) <«+-;r)n''+^) 
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Vergleicht man in den Entwicklungen der beiden Seiten dieser Gleichung 
nach Potenzen von v die constanten Glieder, so ergiebt sich (vgl. Kiepert, 
dieses Journal Bd. 76, S. 37), falls /3 = ist, 

(35.) v(u + ^yG,u-^- = j;{v{u + cü,^)^r„„), 
falls aber ß von Null verschieden ist. 

Vergleicht man ferner in den Entwicklungen nach Potenzen von u die 
constanten Glieder, so findet man (bei Ersetzung von v durch u und Ver- 
tauschung von ß mit a), falls /i = ist, 

(37.) rr«+^^)-G.«-?^ = r>«) + ^>--4^^±^.-'?;.«»«, 

^ ^ \ n J n ^ ' i ^ a(nu)a(a)Hi) ^ 

falls aber ß von Null verschieden ist, 

(38.) , ./ ,, i ."—(""—-^ = ^r^" ^(^t^+^i/^) ,-,,^nu, 

ä(ii| ^«^)^(-^/^^^ ^ a(n«)(T(cüa^) 

Der Strich bei dem Summenzeichen in Formel (37.) deutet an, dass der 
Werth 1 = auszuschliessen ist. Entwickelt man diese Gleichungen nach 
Potenzen von u und vergleicht die constanten Glieder, so erhält man, falls 
a und ß von Null verschieden sind, 

-/2(a+/S)ii*'N 

al—^ -^-^ j 2a iu' Ißr,' 

(39.) l^Wm)' ' " = ^^-""- = ^'-"-' 
oder wenn man ß durch —ß ersetzt, 

-/ 2(a-/?)ft>' \ 



2a w' Ißr/ 



(40.) — » , o>i , g " ' =-£p^"»-i3 = -^e'''ri.. 
^ ' -/2ttOf\-/2ßti>'\ i '^ i 
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Vergleicht man in jenen Entwicklungen die Coefficienten von «i, so findet 
man durch passende Combination der erhaltenen Formeln die Gleichungen 



-/ 2(a+/g)a)^ N 



Oi 1 3aüi' 2/5 9' 



(41.) 



-/2(a+ß)ü}'\ 



- -T--n-(zQ!^\ _f (2^^ _ K'»-ß)n' \ 



(42.) -Q^^:iQJ^\ 

= ^p-^/» (« rL - (» - 2) «,„) = - Sq-" (« rl^ - (« - 2) Sxß\ 



(43.) 



(44.) 



= -2:(«rL-(«+2)*,„) = :S-p-''«(»rL-(i»+2)*i„), 

= 2{n rl.- (« - 2) «,.) = - ;s-(,-'« (n rj« - (« - 2) »»„), 

(45.) ^(?^)-(?(^')-^/)'=2:rp-»,o = «^(...-rU 
(46.) ^ (?^) + G. = :s:,i, = |- -Et,-«« („„ - rl) , 

(48.) G. = ^*,o = ^ 2rl, 

Der Formel (40.) zufolge verschwindet, wenn man r>.i = ri setzt, die 
ganze Function f {x) = 2;^~Wxx^' für a? = (>, aber nicht für a: = p% falls a 

von 1 und verschieden ist. Ist also g{x) = j-? so haben die Glei- 

chungen f{x) = und g{x)=^0 nur die Wurzel a: = p gemeinsam. Uer 
grösste gemeinsame Theiler von f{x) und g{x) ist daher eine ganze Function 
ersten Grades a:— ß(ro, r„ ... r^-O, wo Ä eine rationale Function mit rationalen 
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Zahlencoefficienten bezeichnet, und mithin ist 

(49.) p = Ä (r«, fi, . . . r^^i). 

Die n^^^ Einheitswnrzeln lassen sich demnach als rationale Functionen der 
n Grössen r^ und folglich nach (31.) auch der 2n Grössen 8^^ tu darstellen 
{Sylow, Forhandlinger etc. Christiania, 1871, S. 419; Kronecker, Berliner 
Monatsber. 1875, S. 501.), und diese Darstellung bleibt möglich, welche 
speciellen endlichen Werthe die Invarianten g2j g^ haben mögen. Setzt man 



1 
1 



X 

1 



X' 

1 



It-I 



• • • 



u 



. • • 



• • . 



X 

1 



»-1 



^i»-3 ^n-2 ^»-1 



^2n-4 



= ^Rxo^, 



so ist 



(50.) 1 : p : p' : .. . : p* ' = /J« : ß, : Äj : . .. : R^^^. 
Dagegen verschwindet nach Formel (42.) die Function 

2{nrl,^in^2)s,,)x' 

sowohl für a: = p wie flir a: = p~\ aber (specielle Werthe der Invarianten 
ausgeschlossen) nicht für a: = p% falls a von 1, —1, verschieden ist Da- 
her lässt sich p + p~^ durch die n Grössen sxt rational ausdrücken. 

Aus den für die Transformation entwickelten Formeln kann man 
die in § 3 flir die Multiplication und Division aufgestellten Formeln von 
neuem herleiten, entweder durch Zusammensetzung zweier supplementären 
Transformationen, oder viel einfacher mittelst der Bemerkung, dass die linke 
Seite der Relation (34.) ungeändert bleibt, wenn man u mit t? und a mit ß 
vertauscht. So gelangt man unmittelbar zu der Gleichung 

(51.) 2g-^ß <'^+;+^ e-^Xa«^ = :?p-^«4C««±£±??^.^_, «. 

^ ^ ^ o(nv)a(u+(oia) o(nu)a(v+ü}iß) ' ^ 

aus der sich, indem man a = 0, 1, ... »—1 setzt und die erhaltenen Glei- 
chungen auflöst, die Formel (20.) ergiebt. Speciell ist für t? = ii 

(52.) 2:^-'^ ^((^+i>+C|>2a) ^^^^^nu ^ ^^za o{(n+i)u+a,,ß) 

^ ^ 0(u + WXa) ^ 0(u + WXß) 

und für t> = — «i und Ersetzung von ß durch — /? 



»nti 
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nu 



(53.) 2^iß o((n^i)u-^ma) ^n,^nu = ,^ 2a a((i»-l)ii~a>,,) ^^ 

also für a = /9 

(54.) ^pZa a((n----l)u-aiaa) ^^^nu ^ q. 

Entwickelt man diese Gleichungen nach Potenzen von «i, so erhält man 
von neuem einige der bereits oben und in § 3 abgeleiteten Gleichungen, 
speciell die Relationen (Abel, Pr^cis etc. Introd. 6 ; Sylow, Forhandlinger etc. 
Christiania 1864, S. 68; Kronecker, 1. c.) 

(55.) ^r'^r,, = -Sp-^-r,^, 
(56.) SQ^h^, = SQ^'^nß, 
(57.) -2:p^V,« = 0. 

Die Formeln (56.) ergeben sich aus den Gleichungen (55.), indem man ß 
durch -ß und auf der rechten Seite X durch ~>L ersetzt Ist 

^9^^ri„ = ««/s, also -T^j-"^ <?^;. = r„^, 
so ist 

Die Anzahl dieser Gleichungen ist, wie eine leichte Abzahlung zeigt, — ^ — , 

wo € = 1 oder 4 ist, je nachdem n ungerade oder gerade ist Ebenso gross 
ist daher die Anzahl der Relationen (56.), verbunden mit den Gleichungen 

(58.) r_a,~-ß = — ^a/?- 
Die Anzahl der letzteren ist aber ^ '1^ - Daher ist die Anzahl der von 
einander unabhängigen Relationen (56.), die nicht mittelst der Gleichungen 
(58.) aus einander hergeleitet werden können, — j — 

Ersetzt man in den Formeln (56.) co, co' durch — co', w (und X durch 
— i), so erhält man 

(59.) ^Q'^'r^, = "^Q-^'^rß,, 

weil r(ti, CO, co') = r(ii, — co', co) ist Doch sind diese Formeln lineare Com- 
binationen der Gleichungen (56.), wie man leicht erkennt, indem man 
aus denselben zunächst durch Auflösung nach einer Grösse r„ß die Rela- 
tionen (26.) herstellt, aus denen sich dann die Formeln (59.) unmittelbar 
ergeben. 

9* 
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Den hier abgeleiteten Relationen zwischen den elliptischen Functionen 
und der Einheitswurzel q liegt die Voraussetzung zu Grunde, dass die Ordinate 
der Grösse t positiv ist. Ist dieselbe negativ, so ist q überall durch p"^ 
zu ersetzen. Für alle nicht reellen Werthe von r bleiben also jene Formeln 
gültig, wenn (f statt durch die Gleichung (21.) durch 

(60.) (f = c ' 
definirt wird. 

Zürich, Jali 1881. 
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Ueber Integrale zweiter Gattung. 

(Von Herrn J. Thomae in Jena). 



Otellt man nach Riemann die Fanction 



dC 



? 



f)y = Uy (a, Z) - JSUy {s^, z^) , 



durch Integrale zweiter Gattung in der Form dar 






so bleibt, wenn die Anfangswerthe der Integrale t gegeben sind, noch C 
zu bestimmen, welche Grösse von «i, «i; «2, «2; •••; «p^»p unabhängig ist, 
aber eine Function von o, ^ und den Klassenmoduln ist. Sind 

diejenigen p Werthepaare, für welche 

ist, so ergiebt sich für C sofort der Werth 

und es ist C durch eine Summe von Integralen zweiter Gattung dargestellt. 
Diese Summe lässt sich jedoch durch speciellere Integrale und durch alge- 
braische Functionen darstellen, was hier geschehen soll. Zuerst soll der 
allgemeine Fall behandelt werden, dann der Fall, in welchem s eine Quadrat- 
wurzel ist, vollständig. Ist s eine dritte Wurzel, so habe ich die Bestimmung 
bereits in zwei Monographieen über dreiwerthige AbehoYkQ Functionen ausge- 
tTlhrt. Im allgemeinen Falle bleiben noch gewisse algebraische Schwierig- 
keiten zu überwinden, die sich für p = 3 besiegen lassen, worauf ich ein 
andermal zurückkommen will. 
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§1- 

Bezeichnung. 

Die Riemanmche Fläche T sei wie die algebraische Fanction s ver- 
zweigt, welche durch die Gleichung 

F{s, z) = F(s, ä) = a,,«-+ »öl *"-* + in (11-1)02 *"-'+••• + Ou = 

vom Grade n in s, vom Grade m in i5 und vom Geschlecht p gegeben ist 
Die Grössen tii {$, a), th (*, a), . . . , Up {$, i) seien in der canonisch durch 
Querschnitte Oi, bi ; 03, 62 ; • • • ; Op, bp auf einfachen Zusammenhang gebrachten 
Fläche T solche überall endliche Integrale, und haben solche Anfangs- 
werthe, wie sie nach Riemann in die i^-Functionen zur Lösung des Umkehr- 
problems eingesetzt werden. Die Bezeichnung „eine Function y" und 
„durch eine Function y verknüpfte Werthepaare oder Punkte" werde in 
Riemann» Sinne genommen, und es werde 



dUf, 






dz 

gesetzt, wodurch (p^ bestimmt ist. Diejenigen Functionen (p, die, von den 
sich aufhebenden Yerzweigungspunkten abgesehen, in p—1 Punkten doppelt 
verschwinden, die Quadrate der ^6e/schen Functionen im engeren Sinne, 
sollen mit ab {s, a), abi (s, z\ ab^ {s, z\ ... bezeichnet werden, und zwar sollen 
die Doppelnullpunkte von ab (s, z) «^^\ €^'\ . . . , «^''"^^ die von ab^ ($, z) *^^^, 

€j?\ . . . , e^"^^ sein. Der Function ]^ab (*, z) eine Charakteristik zuzuschreiben, 
ist im Grunde nicht correct, doch soll der Kürze halber hier die Charak- 
teristik des Systems 



die Charakteristik von )fab{s,z) genannt werden. Fi(syZ) soll der nach 
, Fiis, z) der nach z, Fn der zweimal nach s, F« der nach s und z genommene 
partielle Differentialquotient von P sein. Fällt der Punkt {8,z) auf einen 
einfachen Verzweigungspunkt, in welchem z = k, * = ** ist, so soll derselbe 
nicht immer durch Sf,, k, sondern kurz durch k gegeben werden , so dass 
z. B. fi(&) = ti(*t, Ar) und *4 derjenige Werth von * ist, der zum Verzweigungs- 
punkt k gehört, während die noch übrigen über k liegenden Punkte mit 
***^ *a'^ • • • , «i*"'^ markirt werden. Die zu einem bestimmten Werthe von », 
bez. die zu einem bestimmten Werthe von s gehörenden Paare seien: 
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Das Integral zweiter Gattung t{a,^; s,z) wird als Function von $ 
und z im Punkte a, ^ wie l:(C—z) unendlich gross und besitzt an den 
Querschnitten »i, o,, ..., a^ den Periodicitätsmodul Null, wodurch es bis 
auf eine additive Constante bestimmt ist. Lässt man a, ^ auf einen Yer- 
zweigungspunkt k fallen, so wird, wie man sehen wird, t{Oy^; s^z) iden- 
tisch unendlich, und hat daher keinen Sinn. Multiplicirt man aber erst mit 
Fl {a, ^ und setzt dann ft flir a,^, so erhält man ein canonisches Integral 
zweiter Gattung, welches im Punkt k unendlich gross erster Ordnung wird, 
und es mag 

limF, (a, C) / {a, ^; $,z) = t {$, a), lim F, (a, ^) /(a, ^,- s, z) = t^ {$, z) 

gesetzt werden. 

Fttr ein System von p Grössen t>i, ^2, ... «|p soll kürzer ((«)) ge- 
schrieben werden, so dass z. B. 

und ähnlich 






wird. Das Summenzeichen -2" wird nicht mit einer Marke versehen, wenn 
Iti hinter demselben vorkommt, welcher Buchstabe dann Summationsbuchstabe 
ist und die Werthe 1, 2, ... p annimmt, so dass z. B, -S*©^ = «i+^jH \-Vp ist. 



§2. 

Anwendung des ^6«/schen Satzes. 

Wir haben hier mehrfach Gelegenheit den ^6e/schen Satz sowohl 
auf Integrale zweiter Gattung als auch auf algebraische Functionen anzu- 
wenden. Zuerst fragen wir, welchen Werth die Summe annimmt 

die über 2/? — 2 Werthepaare s, z zu erstrecken ist, die durch die Gleichung 
(p = mit einander verknüpft sind , wobei also die sich aufhebenden Ver- 
zweigungspunkte nicht zu den Nullpunkten von (p gezählt werden. — Es 

sei (p^^^ : (p^'^^ der Quotient zweier Functionen (p, und JS bedeute eine Summe 
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über 2p— 2 Werthepaare s, a, für welche jener Quotient einen bestimmten 
Wertb annimmt. Alsdann ist nach dem ^6e/schen Satze 

worin C von dem Werthe von tp^^^ : y^^^, oder von *, j5 (wenn der Quotient 
durch ein solches Werthepaar bestimmt ist) unabhängig ist. Setzen wir 
jenen Quotienten einmal der Null, ein andermal Unendlich gleich, und bilden 
die Differenz, so folgt 

(1.) £ <(", ?; .. »)- ^ Ho, i; ., .) s W«.0 _ .'W'.0 . 

Ist also (p eine beliebige Function (p, tp^^^ eine bestimmte fest und möglichst 
einfach zu wählende (z. B. wenn keine sich aufhebenden Verzweigungs- 
punkte , oder nur unendlich ferne vorhanden sind , y ^"^ = const) Function 
<py so ist 

(2.) 2 tio, t; s, .) ^ .^}i^+ 2 ti.a, ?; ,, ,)_ '^WV.O . 

Diese Congruenz erhält eine bemerkenswerthe Vereinfachung, wenn man 
sie mit Fi (a, X) multiplicirt, und dann a, ^ auf einen einfachen Verzweigungs- 
punkt k fallen lässt. Da nämlich im Allgemeinen ip(k) und (p^^^ijk) nicht 
Null ist, so werden 

Nall, wenn a, ^ anf k Mit, und es ergiebt sich also 

(3.) j:t{8,i) = ^/(»,a), 

oder es gilt fUr diese Integrale derselbe Satz, der fUr die Integrale erster 
Gattung gilt, dass die Summe ihrer Werthe für 2p— 2 durch eine Gleichung 
^ = verknüpfte Werthepaare von den in (p enthaltenen Constanten unab- 
hängig ist, und nur von den Anfangswerthen der Integrale abhängt. In 
den speciellen Fällen, in welchen q>^^^ : y^'^ gleich a oder gleich $ ist, 
hat man 



/ (a, C- s,z) + t (a, t; »^", a) + 1 (o, t; *^'^ a) + ••• + < (a, ^ 



s, a^"-*>) 



S) 
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Ein anderer Specialfall ist der, in welchem für (p Quadrate Abekcher 
Functionen eintreten. Alsdann ist 

worin ((t^^'^'^)) ein System ganzer gleichzeitiger Periodicitätsmoduln des 
Integrales t{a, ^; s, z) ist Diese Gleichung kann auch mit Hilfe der 
^-Functionen erwiesen werden. Denn es lässt sich der in abg{s,z) noch 
willkürliche constante Factor so einrichten, dass 

ist, woraus durch logarithmische Differentiation nach C folgt 

'Tino, U 4'))-/(<T, ?; .CO)) :^ /Ä^C?:0_ .^Iga|(a,ö+^^^ö«^^ 

was mit der obigen Gleichung Übereinstimmt. 

Weiter fragen wir nach dem Werthe, welchen die Summe 

2 iiPyl; s,z) = -2'/((T,?,- Vc^Vc) 

annimmt, wenn sie über die p Werthepaare erstreckt wird, in welchen die 
Function 

verschwindet, worin 

ein System halber Periodicitätsmoduln mit ungerader Charakteristik bedeutet, 

welche mit der Charakteristik der Function V'a6(«, *) Übereinstimmen mag. — 
Offenbar ist 

((fi((T,^))) = ((-^w(*.,c,Vc)))- 
Eine solche Charakteristik lässt sich immer in zwei andere ungerade 
Charakteristiken zerlegen; wir nehmen an, dass es die Charakteristiken der 

Functionen iaby^iß^i)^ T/ab^ (», «) seien. Dann lässt sich \'tp in der Form 
darstellen 



(5.) ^tp{a, ?; «, a) = f{a, ^; s, a) : (^-ä) ab {s, a) l'aft, {s, z) fab^ {s, z) , 
worin f{a^^;8,z) eine in T einwerthige Function ist, welche in den 

Journal für Mathematik Bd. XCIII. Heft 1. 10 
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sich aufhebenden Verzweignngspunkten doppelt, in den Punkten o^'^, ^; 
a^'\^; ...; (T^-^^ und in den 3p -3 Punkten €^'\ e^'\ ..., a^'-^^; €['\ 
«P^, ...; «i''"'^ «2'\ «P\ . . .; «^"^^ einfach verschwindet. Die übrigen p Punkte, 
in denen f noch verschwindet, sind die Punkte *,f, ss^; ...; *p^^, »^^^ und 
sind durch unsere Festsetzungen im Allgemeinen völlig bestimmt 

Das Zeichen 2 bezeichne für den Augenblick eine Summe ttber 
die 2p— 1 Werthepaare, flir welche 

f{a, ^; s, z) : (l;-z)ab{s, z)ab,{$, a) = i? 

einen bestimmten Werth annimmt. Nach dem Abel^chen Satze ist dann 

JSt ((T, ^; s, z) eine ganze lineare Function von iy, und man findet leicht die 
Gleichung 

worin M von s, z unabhängig ist. Setzen wir 

80 ergiebt die obige Summe für », s = a, ^, oder was dasselbe ist, für 17 = oc 

lassen wir aber rj verschwinden , «, z auf einen der Punkte «^,f, a^^^ fallen, 
so folgt 

V — 1 

und durch Subtraction beider Gleichungen: 



d^ * d£ 



V=\ 



§3. 

Darstellung der Integrale zweiter Gattung. 

Um die Grösse iV(a, ^, die durch Grenzübergang zu gewinnen ist, 
näher zu bestimmen, müssen wir zur Darstellung von ^a, ^; *, ») eine 
Form wählen, in der dieser Uebergang leicht auszufahren ist. Am nächsten 
liegt es wohl, zu diesem Grenzübergange die Gleichung zu benutzen: 
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in der*,,,«,, ein Werth ist, ftir welchen /(a, ^,- s,z) Null wird, der also die 
untere Grenze des Integrales / sein wird, wenn diese Grenze von o, ^ un- 
abhängig angenommen wird. Die Richtigkeit dieser Congruenz ergiebt sich 
daraus, dass die Differenz von Rechts und Links überall endlich ist, und 
über die Querschnitte a hinweg sich stetig ändert 

Es scheint jedoch vorzuziehen, für das Integral eine Form zu wählen, 
die den Grenzübergang unmittelbar gestattet, etwa die Form, welche ich 
B. 66 dieses Journals auf Seite 94 angewendet habe, wobei der Einfachheit 
wegen hier angenommen werden soll, dass die sich nicht aufhebenden 
Verzweigungspunkte sämmtlich einfache seien. Wir setzen also 

wo V beliebig ist, und die Summe über alle im Endlichen liegenden, sich 
nicht aufhebenden Verzweigungspunkte zu erstrecken ist. Die Function x 
aber ist eine leicht zu construirende , in s und j5 ganze Function, vom 
Grade m in i5^ vom Grade n — 2 in s, die aber ausserdem noch ein Glied 
c.öo**"* enthalten darf, so dass ftir unendlich grosse z oder s der Quotient 
X-(^-^)Pi endlich bleibt. Ferner muss x ^^ den sich aufliebenden Ver- 
zweigungspunkten und in den über ^ liegenden n — 1 Punkten (t^^\1^. 
o^'^^,^; ...; a^""*^, ^ verschwinden. Die so definirte Function enthält im All- 
gemeinen mehrere willkürliche Constanten. Setzt man in (7.) noch Const. = 0, 
so ergiebt sich in dieser Form 

I /.^a, <,; - um | ^^_^^^^ ^^^ ^^ ^^^^ ^ . ^^ ^ (J-»)f (a, f ; a, ö ab(s, z) ob, (», z)] ' 

Verstehen wir anter x,'> f» ob', ab'^ bez. die nach s genommenen totalen 
Differentialqnotienten der Functionen x» f> <>^> "^ci ^o erhalten wir durch 
Entwickelung nach Potenzen von * — ^, 

ilf^ r\ - r(g» C; o, Q ;t'(g, g; a, Q ab'(a, Q ab\ (g. g ) dlgF,(q,0 
^ /. ^a, (,; - ^^^^ ^. ^^ ^ ^^^^ ^. ^^ ^ ^^^^ ^) ^_ ^^^ gy jj 

^ /_dlgJK?iö_ _ F. , (q, j;(q, 0- F. (q, g)F,.(<r, Q s 

^ dC ~ F. (q, . F. (a, ö / 

Dies in die Congmenz (6.) des § 2 eingesetzt, führt zu dem Resnltat : 

10* 
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Darin könnte noch 



+ 2: 



durch 



^'«''^.••■")-i-^ 



ersetzt werden, v aber in u^ ist willkürlich. 

Multiplicireu wir t (a, ^,- *, a) mit F^ ((x, ^) und setzen k für cy, ^, so 
erhalten wir 

<(*,*) = -i;-(Ä5^ -— ^^^>^ + Con8t., 
worin 

X(&) = lim F, (a, ^) : /^^, lim ^ = & 
ist. Dieser Grenzwerth lässt sich vollständig ausdrücken. Es ist nämlich 

X{k) = Hm A^ = 21im(F.,(a, ^) +F.,((T, D -$-)>^S=*- 

= 21im (F.,(a, F,(a, D-F„(a, D F,((T, C)) l/f=Ä: F.(<7, C) = - 2F.,(*) F,(&) : X: Är^ , 

(11.) X{k}X{k) = -2F.,(Ä)F,(Ä), 
woraus folgt: 

(12.) ,(,,,) = -l^^C^*)-i^C*^. 
Schreibt man zur Abkürzung t? für u{k)—^u(s^,z^)^ so ist 

^-^^^- 'P^'') = ^^ ^'^^ ^^) + CJonst. , 

woraus man durch Vergleichung der beiderseitigen Periodicitätsmoduln die 
von mu" im Wesentlichen schon Bd. 66 Seite 94 dieses Journals unter 
(3.) gegebene Relation erhält 

dk - F,(k)F,,(k)' 

Wendet man den ^6e/schen Satz auf die oben definirte Function x • ( ^— «) Fi («, *) 
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an, indem man die Summe ihrer Werthe an solchen Stellen bildet, für welche 

f(#,a) = <f(*,»j:</j("^ (*,«) = ? 
einen bestimmten Werth annimmt, so folgt 

worin || fUr dg : do gesetzt ist Nimmt man darin einmal 1 = 0, ein ander- 
mal g = oo nnd bildet die Differenz, so erhält man die Beziehung 



ö» dt r 



^orin -^^^ für 1L?-|^ , (,, ») = (ä) geschrieben ist. 



§4. 

Resultat. 



Nach unseren Festsetzungen ist 



d\g&{(u{a, D--i'ti(v.c, V.c))) 



= 0. 



Daraus folgt, dass 

sei, wobei t{o,t,; s^^z^) in der Form (7.) des §3 gedacht ist, und die 
dortige Constante gleich Null genommen ist. Die in duy : dk enthaltene 
Constante wird durch den Anfangswerth von Uy gegeben gedacht. Schwierig- 
keiten und zwar algebraische macht hier nur noch die Construction der 
Function [{p^ ^; «, i). Dieselbe lässt sich noch durch Anwendung von Func- 
tionen ] a6i.£i62, 1^063.064, . . . iab^.abyj wenn diese dieselbe Charakteristik 
wie \'ab haben, von dem Factor yabi.ab, befreien, und es lässt sich so das 
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erhaltene Resultat vereinfachen , was ich ein andermal für p = 3 durch- 
zuführen gedenke. 

§5. 

Zweiblättrige Flächen. 

Der Fall zweiblättriger Flächen gewährt Erleichterungen, welche 
es nützlich erscheinen lassen, nicht auf die schon gefundenen Formeln 
zurückzugehen, sondern die Untersuchung selbständig durchzuführen. 

Es sei 

F{s,ss) =«*-()(«) = 0, 

q{z) = (Ä-&i)(Ä-Ä,)(a-*3)...(Ä-&2p+0, 

und es werde für die Fläche T diejenige Reduction durch Querschnitte 
auf die einfach zusammenhängende T' angenommen, welche ich Bd. 71 
dieses Journals auf Seite 204 beschrieben habe. Unter den möglichen 
Darstellungen des Integrales zweiter Gattung dürfte die folgende die 
einfachste sein: 

worin die Summe über sämmtliche Verzweigungspunkte auszudehnen ist, 
und t/y zur Abkürzung flir tivCAr^^+j) geschrieben ist. 
Aus der evidenten Congruenz 

folgt 

Nimmt man an, dass 

no,Z; *'M«) = -fr]^, also /(a,S; Ä,,., J = ^-i— 

sei, so sind die Systeme halber Periodicitätsmoduln, um die sich <(a, ^; Ar) 
in T' von i :(?—&) unterscheidet, in gleicher Weise zu bestimmen, wie die 
für die Integrale erster Gattung in der Tafel Bd. 7 1 dieses Journals Seite 206 
bestimmt sind, wobei für a^^ die Grösse 2du^{a^^):d^, für in überall Null 
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eintritt Die Function V^ lässt sich hier erheblich einfacher darstellen, 
als es im Allgemeinen der Fall ist. Aas der oben angezogenen Tafel 
folgt nämlich 

((-2-|i(*,^)-ii(Ar,,^0)) = ((0)), (C|f «(*2e))) = ((«'(Arap+O-ti (&,,))), 
woraus sich ergiebt, dass die Function 

_ 



&[(u(B, a)-ti(a, 0- f «(*2e))) 



= e. -"---^--^^((»-(->-)-:;(^>g))) = const.1/^ 

i>((ti(#,»)-ti((7,ö- 2; u(fe,))) 



dieselbe Charakteristik hat wie die Function 

—^ -— pi — ^ = Const.]/^^^, 

und hieraas fliesst die einfachere Darstellung von y/: 



Die Nullpunkte *^^, is^ ^- stimmen überein mit den Nullpunkten der Function 

den Punkt s,z^—a,^ ausgenommen. Nach dem ^6e/schen Satze ist die 
über die Werthepaare s, z erstreckte Summe, fUr welche r {s, z) = t ist, 



und also für t = oo 



und für T = 









e= 
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Somit gewinnt man die Gleichung 



dC 

Multiplicirt man mit 2a ^ setzt (Ar) für (<t, ^ und Vy fttr fi^(Ar)— -2'ti^(«^, »^), 
so fliesst daraus die Beziehung 

ab) ^.^MMlcp (k) = gg^W [^ duy(s,,z,)^Uy a([tivW]-p.) } 

^ '^ dVf, ^f^ J <fy(h) ^ dk dk }^ 

worin die Klammern [] bedeuten, dass der vollendete Werth zu integriren 
ist Die Formel (15.) habe ich in etwas modificirter Bezeichnung schon Bd. 71 
dieses Journals auf Seite 213 gegeben. 

Jena, December 1881. 



81 



lieber das Strahlensystem zweiter Classe sechster 

Ordnung von der ersten Art. 

(Von Herrn Th. Reye in Strasshurg i. E.) 



jJie algebraischen Strahlensysteme zweiter Ordnung ohne Brenn- 
curven wurden bereits in einer frtlheren Arbeit*) der synthetischen Geo- 
metrie zugänglich gemacht und mit deren Hulfsmitteln eingehend unter- 
sucht; nur die erste Art der Strahlensysteme zweiter Ordnung sechster Classe 
blieb noch ausgeschlossen. Wir wollen nun jene Untersuchung vervoll- 
ständigen, indem wir zeigen, dass dieses noch übrige Strahlensystem zwei- 
ter Ordnung nebst denjenigen fUnfter, vierter, dritter und zweiter Classe 
durch zwei coUineare Flächen zweiter Classe erzeugt werden kann, und 
sodann aus dieser Erzeugungsart die durch Herrn Kummer**) bekannten 
sowie andere neue Eigenschaften des Systemes ableiten. Zu den letzteren 
gehört die ftir dieses System erster Art charakteristische, dass die sechs in 
einer Ebene liegenden Strahlen desselben allemal einen Kegelschnitt be- 
rühren, und dass das System in einem tetraedralen Strahlencomplexe zwei- 
ten Grades enthalten ist. Der Anschaulichkeit wegen betrachten wir analog 
wie in der erwähnten Arbeit nicht das Strahlensystem selbst, sondern das 
zu ihm reciproke, von welchem bekanntlich ***) das System der Normalen 
eines EUipsoides einen merkwürdigen Specialfall bildet. 

1. Zwei coUineare Räume -2*1, -Sj erzeugen, wie anderswo f) nach- 
gewiesen ist, einen tetraedralen Strahl encomplex zweiten Grades. Derselbe 
besteht aus den Verbindungslinien homologer Punkte der Räume und zugleich 
aus allen Strahlen des einen Raumes, welche die ihnen entsprechenden 

*) Dieses Journal Bd. 86, S. 84. 

**) Kummer, algebraische Strahlensysteme (Abhandlungen d. Berl. Akad. 1866) 
§11, S. 94— 102. 

***) Kummer a. a. 0. S. 101. 

t) Reye, Geometrie der Lage, 2. Abth., Vortrag 18 der zweiten Auflage. 
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Strahlen des anderen schneiden. Die entsprechend gemeinschaftlichen Ele- 
mente der collinearen Räume sind die Flächen, Kanten and Eckpunkte eines 
reellen oder imaginären Tetraeders; alle durch einen beliebigen Punkt 
gehenden Strahlen des Complexes aber bilden eine diesem „Haupttetraeder*' 
umschriebene Kegelfläche zweiter Ordnung. Ein Complexkegel , dessen 
Mittelpunkt in einer Tetraederfläche liegt, zerföllt in diese „Hauptebene" 
und eine durch den gegenüberliegenden Eckpunkt (Hauptpunkt) gehende 
Ebene. Die vier Hauptebenen werden von je zwei Complexstrahlen in 
projectiven Punktreihen geschnitten; die vier Hauptpunkte werden aus den 
Complexstrahlen durch projective Ebenenbüschel projicirt. 

2. Es giebt unendlich viele zu ^i coUineare Räume 2, welche 
durch ihre homologen Punkte sowohl mit einander als auch mit -2*1 und 2^ 
den tetraedralen Complex erzeugen. In denselben entsprechen einem be- 
liebigen Punkte von S^ die Punkte eines Complexstrahles *), folglich einer 
beliebigen Geraden von 2^ die Strahlen einer Regelschaar, deren Leitschaar 
dem Complexe angehört, und zwei beliebigen Punkten (oder Geraden) die 
Elemente von zwei projectiven Punktreihen (resp. Regeischaaren). Einer 
beliebigen Fläche zweiter Ordnung Fl des Raumes -2", entspricht in -2*2 
sowie in jedem der Räume 2 eine zu ihr coUineare Fläche F] resp. F'; 
umgekehrt können zwei coUineare Flächen zweiter Ordnung allemal als 
homologe Flächen coUinearer Räume aufgefasst werden, deren coUineare 
Beziehung durch diejenige der beiden Flächen völlig bestimmt ist. — Die 
zerfallenden tetraedralen Complexe schliessen wir im Folgenden aus. 

3. Zwei coUineare Flächen zweiter Ordnung Fl und F^ erzeugen 
mittelst ihrer homologen Punkte ein Strahlensystem [a], welches in einem 
tetraedralen Complexe enthalten ist und auf doppelt unendlich viele Arten 
durch zwei coUineare F^ erzeugt werden kann (2.). Dasselbe ist von der 
zweiten Classe. Denn die Schnittlinie «i 62 von zwei homologen Ebenen «1 
und «2 der collinearen Räume -2*i und 2^ hat mit Fl im Allgemeinen und 
höchstens zwei Punkte P,, ^1 gemein, und die beliebige Ebene «2 enthält 
vom Systeme [a] nur die beiden Strahlen, welche diese Punkte mit den 
ihnen entsprechenden Punkten von F^ verbinden. Wenn e^ «2 eine Tangente 
von Fi ist, so fallen die Punkte Pi, Qi und damit auch die beiden in 6^ 



*) Reye a. a. 0. Seite 144; v^gl. die Arbeit über coUineare Grondgebilde in diesem 
Journal Bd. 74 S. 13 (1871). 
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liegenden Strahlen des Systemes zusammen; alsdann ist £2 eine Berlibrungs- 
ebene der „Brennfläche" von [a]. Nun beschreibt aber, wenn e^ sich um 

irgend eine Axe dreht, die Gerade «i«, eine Regelschaar, und von dieser 
berühren im Allgemeinen und höchstens vier Strahlen*) die Fläche f?. 
Die Brennfläche ** des Strahlensystemes [a] ist demnach von der vierten 
Classe. 

4. Eine Gerade gi von -2', gehört nur dann zu dem Strahlensystem 
[a], wenn sie von der entsprechenden Geraden ^2 des Raumes 2^ in einem 
Punkte der Fläche F^ geschnitten wird. Wenn nun gi einen Complexkegel 
Si beschreibt, so beschreibt auch gr, einen Complexkegel Sj, welcher mit 

dem ersteren den Strahl S1S2 gemein hat (1.); der Punkt gig2 beschreibt 
folglich eine Raumcurve dritter Ordnung, und weil diese mit F^ im Allge- 
meinen sechs Punkte gemein hat, so ergiebt sich: Das Strahlensystem [a] 
ist von der sechsten Ordnung; die sechs durch einen Punkt Si gehenden 
Strahlen desselben liegen in einer Kegelfläche zweiter Ordnung, welche dem 
tetraedralen Coraplex angehört und dessen Haupttetraeder umschrieben ist. 

5. Das Strahlensystem [a] zweiter Classe sechster Ordnung ist von 
der ersten Art, weil es die sechs Kanten des Haupttetraeders zu Doppel- 
strahlen hat. Da nämlich jede dieser Kanten in den coUinearen Räumen 
sich selbst entspricht, so verbindet sie die beiden Punkte, welche sie mit 
Fl gemein hat, mit den entsprechenden zwei Punkten von f?. Das Strahlen- 
system ist das allgemeinste dieser Art, weil es ebenso wie das von Herrn 
Kummer entdeckte reciproke System **) von 22 willkürlichen Parametern 
abhängt. Freilich sind die beiden erzeugenden F^ erst durch 18 und ihre 
coUineare Beziehung durch weitere 6 Parameter bestimmt; dennoch aber 
giebt es nicht 24-fach, sondern nur 22-fach unendlich viele derartige Strahlen- 
systeme, weil jedes derselben durch zweifach unendlich viele Paare col- 
linearer F^ erzeugt wird (3.). — Die vier Flächen a des Haupttetraeders 



*) CoDstruirt man Dämlich von jedem Punkte P der Axe die Polarebene bezüg- 
lich F], so liegt deren Schnittpunkt mit dem durch P gehenden Strahle der Regel- 
schaar auf einer Raumcurve dritter Ordnung, welche mit F] im Allgemeinen sechs 
Punkte gemein hat. Zwei dieser Punkte liegen auf der Axe selbst ; in den vier übri- 
gen wird F] von Strahlen der Regelschaar berührt. 

**) Die /Tiimmerschen Gleichungen (23.) und (24.) dieses Systemes (a. a. 0. S. 99) 
enthalten dreizehn Gonstanten, welche sich wegen d + Jj+d, =0 auf zwölf reduciren; 
von diesen aber können zwei, etwa d, und x, durch Division beseitigt oder auch gleich 
Eins gesetzt werden. Zu den zehn übrigen kommen noch die zwölf Goordinaten der 
vier Hauptpunkte (der ersten vier Knotenpunkte). 

11* 
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sind singulare Ebenen des Strahlensystemes [a] und mögen die „ Haupt- 
ebenen^' desselben heissen; jede von ihnen enthält einen StrahlenbOschel 
vierter Ordnung von [«]. Nämlich jede dieser sich selbst entsprechenden 
Ebenen « schneidet die collinearen F^ in homologen Kegelschnitten, welche 
jenen StrahlenbUschel erzeugen; letzterer hat drei Kanten des Tetraeders 
zu Doppelstrahlen. 

6. Wir wollen nunmehr annehmen, die Flächen F^^ F2, also auch 
die zu ihnen collinearen F^ seien Regelflächen zweiter Ordnung. Dann 
bilden ihre homologen Regeischaaren zwei andere Strahlensysteme [b] 
und [e], welche zu einander und zu [a] in eigenthUmlichen Beziehungen 
stehen. Nämlich jede der erwähnten Regeischaaren von [6] ist die Leit- 
schaar einer Regelschaar von [c], indem sie mit ihr auf einer der collinearen 
F^ liegt. Andererseits bildet jede Gerade b oder c der Fläche Fi mit den 
ihr entsprechenden Geraden der collinearen F^ eine Regelschaar, deren 
Leitschaar dem Systeme [a] angehört (2.). Jedes der drei Strahlensysteme 
[a], [6], [c] kann also auf zweifache Art durch eine Regelschaar so be- 
schrieben werden, dass deren Leitschaar zugleich das eine oder das andere 
von den beiden übrigen Systemen beschreibt; und zwar geht dabei die 
Regelschaar durch jeden einfachen Strahl des Systemes einmal. So oft 
nun von der veränderlichen Regelschaar ein Strahl durch einen Punkt P 
geht oder in einer Ebene n liegt, ebenso oft geht durch P oder liegt in n 
auch ein Leitstrahl derselben. Die Strahlensysteme [6] und [c] sind dem- 
nach ebenso wie [a] von der zweiten Classe und der sechsten Ordnung; 
auch haben sie dieselbe Brennfläche ** wie [a], weil jede Berührungsebene 
von ** zwei zusammenfallende Strahlen von [d] und folglich auch zwei 
zusammenfallende von [6] resp. [c] enthält. 

7. Die zu [c] gehörige Regelschaar der Fläche Fi wird von ihren 
Leitstrahlen b in projectiven Punktreihen geschnitten, und letztere erzeugen 
mit den entsprechenden Punktreihen von F2 projective Regeischaaren des 
Strahlensystemes [ä] ; aber auch die Leitschaaren dieser Regeischaaren sind 
projectiv, weil sie den Geraden b in den collinearen Räumen -2" ent- 
sprechen (2.). Durch die projectiven Schaaren werden aber die Flächen 
zweiter Ordnung, auf welchen die Schaaren paarweise liegen, coUinear auf 
einander bezogen*), und jeder Strahl des Systemes [c] verbindet homologe 

*) V. Staudi, Beiträge zur Geometrie der Lage, Nürnb. 1856, S. 6; vgl. Reye, 
Geoin. der Lage II, S. 26. 
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Punkte dieser Flächen, weil er homologe Strahlen ihrer Regeischaaren 
schneidet (6.). Wie [a], so kann also auch das System [c] und ebenso [6] 
durch collineare F^ erzeugt werden. Die vier Hauptebenen von [b] resp. [c] 
bezeichnen wir mit ß resp. y; dieselben sind ebenso, wie die vier Haupt- 
ebenen a von [a], gemeinschaftliche singulare Ebenen der drei Strahlen- 
systeme [a], [6], [c], weil sie von einem und folglich von jedem dieser 
Systeme unendlich viele Strahlen enthalten. 

8. Jede singulare Ebene des Systemes [a] enthält unendlich viele 
Paare homologer Punkte von Fi und F2 ; sie schneidet folglich diese beiden 
coUinearen Flächen entweder in zwei homologen Kegelschnitten oder in 
zwei homologen Geraden. Im ersteren Falle ist sie eine Hauptebene a und 
enthält einen StrahlenbUschel vierter Ordnung von [a]; im letzteren ist sie 
eine der acht Ebenen ß und y, und enthält einen Strahlenbüschel zweiter 
Ordnung des Systemes. Dass die beiden Regeischaaren der Fläche Fi in 
der That je vier reelle oder imaginäre Strahlen enthalten, welche die ihnen 
entsprechenden Strahlen von F2 schneiden, ist leicht zu beweisen. Projicirt 
man nämlich eine dieser Regeischaaren aus zwei ihrer Leitstrahlen durch 
Ebenenbüschel, so erzeugen diese mit der entsprechenden Regelschaar von 
F2 zwei Raumcurven dritter Ordnung, welche im Allgemeinen und höchstens 
vier Punkte gemein haben, und in jedem dieser Punkte schneiden sich 
zwei homologe Strahlen der Regeischaaren. — Jede der vier Ebenen ß 
schneidet die collinearen F^ in homologen Geraden c, welche mit den 
Verbindungslinien ihrer homologen Punkte einem Strahlenbüschel zweiter 
Ordnung angehören. Von den sich selbst entsprechenden vier Ebenen a 
werden diese Geraden c in homologen Punkten geschnitten, ebenso aber 
von den vier Ebenen y, weil letztere die collinearen F^ gleichfalls in homo- 
logen Geraden schneiden. 

9. Die vier singulären Ebenen ß enthalten demnach je einen 
Strahlenbüschel vierter Ordnung mit drei Doppelstrahlen von [6], und je 
einen gemeinschaftlichen Strahlenbüschel zweiter Ordnung der Systeme 
[c] und [a] ; diese Büschel aber haben mit den acht Ebenen y und «je 
einen Strahl gemein (8.). Analoges gilt von den singulären Ebenen y und a. 
Die acht Ebenen ß und y sind gemeinschaftliche Berührungsebenen der 
collinearen F^, weil sie dieselben in je zwei Geraden schneiden ; sie bilden 
eine Gruppe associirter Ebenen, und durch sieben von ihnen ist die achte 
bestimmt. Ebenso bilden die acht Ebenen y und a oder a und ß eine 
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Gruppe associirter Ebenen. Von den zwölf Ebenen rt, ß^ y schneidet jede 
die acht anders bezeichneten in acht Tangenten eines Kegelschnittes. Sind die 
vier a und irgend drei ß beliebig gegeben, so ist die vierte Ebene ß eindeutig 
bestimmt, und die vier / liegen in einem gewissen EbenenbUschel sechster 
Ordnung; wird in diesem eine der vier y beliebig angenommen, so sind in den 
vier ß die vier Kegelschnitte durch je flinf Tangenten bestimmt, die vier y 
aber sind die vier von den a verschiedenen Ebenen, welche drei dieser 
Kegelschnitte zugleich berühren. Den Nachweis, dass jene Annahmen 
zulässig und dass durch sie das System [a] und der zugehörige tetraedrale 
Complex eindeutig bestimmt sind, unterdrücken wir der Kürze wegen. 

10. Bekanntlich liegen die Pole einer Ebene in Bezug auf confocale 
Flächen zweiter Ordnung auf einer zur Ebene normalen Geraden; diese 
Pole aber beschreiben coUineare F' und ihre Verbindungslinie beschreibt 
das Normalensystem von einer der confocalen Flächen, wenn die Ebene 
diese Fläche einhüllt. Die Normalen einer Fläche zweiter Ordnung bilden 
demnach ein Strahlensystem zweiter Classe sechster Ordnung von der 
ersten Art, jedoch ein sehr specielles: dasselbe hängt nämlich nicht von 
22, sondern nur von 9 willkürlichen Parametern ab. 

11. Wenn zwei collineare Flächen zweiter Ordnung % Punkte ent- 
sprechend gemein haben, so zerfUUt das von ihnen erzeugte Strahlen- 
system [a] in die n Strahlenbündel, deren Centra diese n Punkte sind, und 
ein Strahlensystem zweiter Classe (6 — n)^^^ Ordnung. Auch aus der zuerst 
citirten Arbeit ergiebt sich leicht, dass die Strahlensysteme zweiter Classe 
fünfter, vierter, dritter oder zweiter Ordnung durch collineare F^ erzeugt 
werden können. Legt man nämlich durch zwei Knotenpunkte eines F*-Ge- 
büsches Ebenen, so entsprechen denselben a. a. 0. Flächen zweiter Ordnung; 
letztere aber werden coUinear auf einander bezogen, wenn man die Ebenen 
aus einem dritten Knotenpunkte des Gebüsches perspectiv auf einander 
bezieht. 

Strassburg i. E., den 19. Novbr. 1881. 



87 



Erweiterung eines Satzes von Hesse über Sechsecke 

im Baume. 

(Von Herrn Fr. Graefe in Darmstadt.) 



xlerr S. Gundelfinger theilt im „Journal für reine nnd angewandte 
Mathematik" Bd. 85 p. 312 folgenden von Hesse hinterlassenen Satz mit: 

„Wenn im Räume irgend ein Sechseck U und ein Punkt 11^ gegeben 
ist, und wenn man (durch Uo) drei gerade Linien zieht, welche die gegen- 
überliegenden Seiten des Sechsecks paarweise schneiden, so sind die Schnitt- 
punkte auf den aufeinanderfolgenden Seiten des Sechsecks U die aufeinander- 
folgenden Ecken eines Brianchomchen Sechsecks V, dem der Brianchomche 
Punkt Uii zugehört. Das einbeschriebene Sechseck V bestimmt unzweideutig 
ein Hyperboloid, auf dem es liegt. Dieses Hyperboloid wird von den Seiten 
des gegebenen Sechsecks U überdies noch in sechs Punkten geschnitten, 
die in derselben Reihenfolge die Ecken eines zweiten, dem gegebenen ein- 
beschriebenen und auf dem Hyperboloide liegenden Brianchomchen Sechs- 
ecks V mit einem Brianchon^chen Punkte t/?.'' 

Das im Räume gegebene Sechseck U werde von den Geraden durch 
l/J, in den Punkten 1, 2, 3, 4, 5, 6 so geschnitten, dass das Sechseck 
12 3 4 5 6 ein Brianchomche^ Sechseck ist. Es existiren aber dann noch 
die drei Brianchomchen Sechsecke: 
15 3 4 2 61 

1 5 6 4 2 3 1 mit demselben Brianchomchen Punkte l/;, , 
12 6 4 5 3) 
und man hat den Satz: 

„Wenn im Räume irgend ein Sechseck U und ein Punkt ÜI, gegeben 
ist, und wenn man drei gerade Linien (durch l/,j) zieht, welche die gegen- 
überliegenden Seiten des Sechsecks paarweise schneiden, so sind durch 



88 Graefe, Erweiterung eines Satzes von Hesse über Sechsecke im Räume. 

die Schnittpunkte auf den aufeinanderfolgenden Seiten des Sechsecks U 
die aufeinanderfolgenden Ecken eines Brianchomchen Sechsecks 

1 2 3 4 5 6 (K) 

bestimmt, wie die Brianchon&^chen Sechsecke 

15 3 4 2 6 (Fl), 15 6 4 2 3 (n), 12 6 4 5 3 (F3), 

welchen der Brianchomche Punkt l/„ zugehört. Jedes der einbeschriebenen 
Sechsecke bestimmt unzweideutig ein Hyperboloid, auf dem es liegt Jedes 
Hyperboloid wird von den Seiten des gegebenen Sechsecks überdies noch 
in sechs Punkten geschnitten, die in derselben Reihenfolge die Ecken eines 
zweiten, dem gegebenen einbeschriebenen und auf dem Hyperboloide liegenden 
Brianchomchen Sechsecks V mit einem BrianchonBchen Punkte C/'? bilden. 
Dieses zweite Bricmchomche Sechseck I H HI IV V VI auf einem Hyper- 
boloide bestimmt noch die drei weiteren BrianchoMchen Sechsecke: 

I V ni IV II VI 

I V VI IV II III mit dem Brianchon&chen Punkte I/7. 

I n VI IV V III 

Man erhält also acht Brianchomche Sechsecke, vier Hyperboloide und zwei 
Brianchon&che Punkte; je zwei Brianchomche Sechsecke liegen auf einem 
Hyperboloide." 

Darmstadt, 20. Januar 1882. 
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lieber den Zusammenhang zwischen einigen Formen 

von symmetrischen Functionen. 

(Von Herrn C. Kosika in Insterburg.) 



J: olgende drei Formen von ganzen, homogenen und symmetrischen 
Functionen der Grössen <i, ^21 ... L sollen hier in Betracht gezogen werden : 

WO die übrigen Glieder der Summe durch die verschiedenen Permutationen 
der Exponenten entstehen; 

(IL) Kß,ß,^ß,^, = ^Ä^A'-'^/Jr-P 

wobei Cß die Summe der Combinationen von <„ ... t^ zur /3*«^ Klasse ohne 
Wiederholung bedeutet, also Co = 1 ist; 

(in.) Ci^2,„.A^_j = |CjlCjl+i...C2+r-ll, 

WO die Grösse rechts eine Determinante r*«^ Grades vorstellt, deren A*® Zeile 
aus der hingeschriebenen dadurch erhalten wird, dass ^a-i — Ä-f-1 an die 
Stelle von X tritt. Jedes c, dessen Index negativ oder grösser als «, ist 
als verschwindend anzusehen; also darf kein l grösser als n sein, wenn C 
einen Werth haben soll. Die Reihe der X ist absteigend geordnet zu denken, 
und C würde verschwinden, sobald ein Ij, um 1 kleiner als das nächst- 
folgende ist — In allen drei Fällen wird gelegentlich eine Reihe von 
gleichen Indices symbolisch in Form einer Potenz zusammengefasst, z. B. 
statt der Indexreihe 44111 die andere 4^1^ geschrieben; auch wird der 
Index in der Regel fortgelassen. 

Wenn gefordert wird, eine dieser drei Functionsformen in eine der 
andern überzuführen, so sind damit im ganzen sechs Aufgaben gestellt. 
Am bekanntesten ist davon diejenige, bei welcher ein T durch ein Aggregat 
der K ausgedrückt werden soll, oder, um kurz zu reden, die Aufgabe T, K; 
denn auf sie beziehen sich die oft genannten Arbeiten von Waring^ Gauss, 
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Cauchy, Borchurdt, sowie neuerdings die von Herrn Kronecker*). Von der 
Aufgabe Ä, T ist der besondere Fall des polynomischen Satzes allgemein 
geläufig. Für die Praxis sind von Meyer Hirsch**) und Herrn Cayley***) 
Tafeln berechnet, welche für die ersten zehn Dimensionen die Beziehungen 
zwischen den K und T angeben. Die Frage, wie die Entwickelung der C 
nach den K sich gestaltet, ist berührt in einer Arbeit, in welcher Herr 
Naegelsbach mehrfache Umformungen und Anwendungen der C dargelegt 
hatt). Der Zusammenhang zwischen den C und T ist iiT zwei Aufsätzen 
untersucht, welche ich im 81. u. 82. Bande dieses Journals veröffentlicht 
habe. An die letztem beiden Arbeiten schliesst sich eng die vorliegende 
an, indem sie einige weitere Resultate vorführt, welche auf dem dort ein- 
geschlagenen Wege erreicht werden können. Nach der Reduction des all- 
gemeinen Problems (§ 1) werden die Aufgaben C, T und K, C sowie 
namentlich eine combinatorische Hülfsaufgabe genauer behandelt, deren 
Lösungszahlen eine bemerkenswerthe Verwandtschaft mit den figurirten 
Zahlen zeigen (§ 2 bis 6). An Bemerkungen über die Aufgaben T, C und 
C, K (§ 7) schliesst sich der Nachweis, dass die Resultate der vier soeben 
genannten Aufgaben in einer einzigen bequem zu konstruirenden Quadrat- 
tafel für jede Dimension vereinigt werden können (§ 8). Wenige Worte 
über T, K und K, T bilden den Schluss der Abhandlung, in welcher also 
hauptsächlich die Beziehungen der C zu den andern beiden Functionsformen 
besprochen werden. Zur leichtem Vergleichung dieser Arbeit mit meinen 
früheren, auf welche ich mich mehrfach beziehe, sei bemerkt: In Bd. 82 
und hier ist c^ an Stelle von (— x)'^ö»-a in Bd. 81 gesetzt. Femer sind in 
Bd. 82 Determinanten C von etwas allgemeinerem Bau untersucht; daher 
war dort eine ausführlichere Bezeichnung nothwendig. Den Zusammenhang 
zeigt die Gleichung: 

|ü io + «-^i ... >to+''-l-V— 1 

Endlich ist in der weiteren Untersuchung statt i im Bd. 82 hier m und für 
f-ti ist 1»! gesetzt, sowie für eine figurirte Zahl das Zeichen (?), nicht, 
wie früher, mi gewählt 

*) Monatsbericht der Berl. Akad. v. Novbr. 1880. 

**) Sammig. v. Aufgaben aas d. Theorie d. algebr. Gleichungen. Berlin 1809. 
***) Phil. Transact. London 1857 p. 494flF. 
t) Ueber eine Klasse symmetrischer Functionen. Zweibrücken 1871. 
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1. 

Im Folgenden spielt der BegriflF conjugirter Indexreihen eine wichtige 
Rolle, wie er für das Gebiet der symmetrischen Functionen von Herrn Cayley 
eingeführt ist*). Zu der Reihe von Indices 

welche nach der Grösse absteigend geordnet sind, wird die conjugirte Reihe 

(wo die Exponenten andeuten, wie oft die betreffende Grundzahl als Index 
zu setzen ist) dadurch erhalten, dass man in die erste Zeile Ay Einheiten, 
in die h^ zuerst l^^i Einheiten, dann K—K^i Nullen setzt und colonnen- 
weise addirt. Z. B. sind 5311 und 42211 conjugirte Zahlenreihen. Zwei 
C werden selbst conjugirt genannt, wenn ihre Indexreihen es sind. 

Noch eine Bemerkung schicke ich vorauf. Die Anzahl der Variabein 
t ist für die hier anzustellenden Betrachtungen fast vollständig gleichgültig. 
Aus einer bestimmten Entwickelung wird ein T jedesmal herausfallen, wenn 
die Anzahl seiner Indices, ein K oder C dann, wenn der Werth seines 
höchsten Index die Zahl n überschreitet Dies findet aber dadurch seine 
vollständige Erklärung, dass einige t, welche als Factoren vor jene T, K, C 
vorgezogen werden können, als verschwindend anzusehen sind ; die Zahlen- 
coefficienten, welche jenen Functionen in der betreffenden Entwickelung bei 
hinreichender Anzahl der t zukommen würden, werden davon gar nicht be- 
rührt. Man darf demnach die Zahl n stets grösser oder auch ebenso gross 
als die Anzahl der Indices desjenigen T oder als den höchsten Index des 
K oder C annehmen, dessen Factor in einer bestimmten Entwickelung man 
zu ermitteln wünscht. 

Im 81. Bande dieses Journals S. 282 ff., wozu man noch Bd. 82 
S. 213f. vergleichen möge, ist eine Regel abgeleitet, nach welcher man 
den Factor von 

in der Entwickelung von 

T 

ermitteln kann. Man betrachte die Indices in der ersten Colonne von C; 
sie sind 



•) 1. c. p. 491. 
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man vergleiche diese Zahlenreihe mit der vollständigen 

r, r— 1, ... 1, 0, —1, —2, . . . — A0+I7 
so fehlen in jener die Indices 

und zieht man alle von r ab, so erhält man 

So oft nun diese Zahlenreihe in irgend einer Ordnung durch Addition von 

0, 1, . . . r-1 
in dieser bestimmten Reihenfolge und 

in beliebiger Folge, wobei r—m der a Nullen sind, erhalten werden kann, 
ebenso oft kommt die obengenannte Determinante in der Entwickelung von 
T„^^^_j vor und zwar mit dem positiven oder negativen Vorzeichen in den 

einzelnen Fällen, je nachdem die Anzahl der Inversionen der betreffenden 
Permutation von A^_i, Ä^-i+l^ ••• ^j+r— 1 gerade oder ungerade ist 
Andrerseits kann die Determinante 

Q 

repräsentirt werden durch die Zeilenindices 

und die Colonnenindices 

0, 1, ... r— 1. 
Die einzelnen Glieder der Determinante entstehen, indem man die letztere 
Reihe von der beliebig permutirten ersteren abzieht (vgl. Bd. 82 S. 227), 
und zwar hat das betreffende Glied das positive oder negative Vorzeichen, 
je nachdem die Anzahl der Inversionen in der oberen Zahlenreihe gerade 
oder ungerade ist. So oft hierbei die Zahlen a^iai...a^_^ in irgend einer 
Stellung als Resultat sich ergeben, ebenso oft kommt das Glied c„^ c„, . . . c«^^^ 

in der entwickelten Determinante vor, jedesmal mit dem geeigneten Vor- 
zeichen. Hierdurch ist der Satz bewiesen: 

1) Der Factor von K„^a,...a^_^ in der Entwickelung eines C ist identisch 
mit dem Factor des conjugirten C in dem Ausdruck für T„^a,^^^^. 

Femer denke man sich für irgend eine Dimension sämmtliche T 
nach den C entwickelt, so ergiebt sich eine Reihe von linearen Gleichungen^ 
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welche ebenso viel Unbekannte C enthalten, als Gleichungen vorhanden 
sind (vgl. Bd. 82, S. 215). Die Entwickelung der C nach den K giebt 
ein ähnliches Gleichungssystem, bei welchem die Zahlen der A*«^ Zeile mit 
denjenigen der h^^^ Colonne des früheren Systems übereinstimmen in Folge 
des eben bewiesenen Satzes. Dass die Determinante dieser Systeme gleich 1 
ist, lässt sich aus den Betrachtungen in Bd. 81 leicht folgern; doch davon 
abgesehen, liegt es in der Natur der Sache, dass die Auflösung beider 
Systeme ein bestimmtes Resultat ergeben muss; und zwar haben nach den 
bekannten Regeln einer solchen Auflösung die beiden neu entstehenden 
Systeme dieselbe Beziehung zu einander, wie die alten, dass nämlich die 
Zahlen in der A^en Zeile des einen sich in gleicher Folge in der h^^ Colonne 
des anderen finden. Daher der Satz: 

2) Der Factor eines C in dem Ausdruck fUr Ä- „ , stimmt überein 

mit dem Factor von T«,^„^_j in der Entwickelung des conjugirten C. 

Diesen beiden Sätzen füge ich sogleich noch zwei andere hinzu, 
welche schon vor längerer Zeit von Herrn Cayley aufgestellt, aber nur 
durch Induction für die ersten zehn Dimensionen bewiesen sind*). Sie 
lauten : 

3) Der Coefficient von T^,a,^a^_i in der Entwickelung von Kß^,...ß^_i 
ist identisch mit dem Factor von Tß^ß,.,.ß^_^ in dem Ausdruck für K„^„^^„^_^. 

4) Der Factor von ä;«,«,...«^.^ in der Entwickelung von l>./9,../s,_j 
stimmt überein mit dem Coefficienten von Kß^ß^^^ß^^^ in dem Ausdruck für 
T 

Das Wesentliche für den Beweis von 3) ist schon in Bd. 82 (vgl. 
S. 218, Anm.) gegeben. Aus den dortigen Betrachtungen geht nämlich 
hervor, dass der Factor eines T in der Entwickelung von K gefunden 
werdefi kann durch Lösung der Aufgabe: In ein System von r Zeilen und 
mColonnen sollen auf jede mögliche Art a()+ai+-+a«_i=/9ü+/?iH — h/?r-i = /^ 
Einheiten und rm — u Nullen so eingefügt werden, dass die Summen der 
Zahlen in den einzelnen Zeilen der Reihe nach /?o, /?i, ... ßm-i^ die in den 
Colonnen «o? «i, ... «r-i betragen; im übrigen ist die Zahlenanordnung 
willkürlich. Die Anzahl aller möglichen derartigen Gruppirungen ist fllr 
jeden der beiden in 3) erwähnten Fälle der gesuchte Zahlenfactor. — Der 

*) l. c. p. 492 f. Einen Beweis beider Sätze hat — in ganz anderer Art als hier 
— Herr Betti geliefert; Tort. Ann. Jahrg. 1858 p. 323f. 
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Satz 4) folgt dann aus 3) ähnlich wie 2) aus 1). Setzt man nämlich für 
irgend eine Dimension das vollständige Grieichungssystem zwischen den K 
und T an, so sind in dessen Determinante (die selbstverständlich nicht Null 
sein kann, in der That gleich 1 ist) die zur Diagonalreihe symmetrisch stehen- 
den Glieder einander gleich in Folge von 3), falls man richtig anordnet. 
Dieselbe Eigenschaft besitzt dann bekanntlich auch die Determinante des 
adjungirten Systems, welches durch Auflösung des vorigen entsteht 

Das gestellte Problem ist durch diese vier Sätze um die Hälfte 
reducirt. Gleichzeitig ist ersichtlich, dass aus der Lösung von einer einzigen 
der vier Aufgaben, bei welchen die C eine Rolle spielen, alle sechs ab- 
geleitet werden können durch Auflösung linearer Gleichungen oder durch 
Summationen. 



2. 

Im 82. Bande dieses Journals S. 217 f. ist eine Regel (13.) gegeben, 
nach welcher der Factor von 



in der Entwickelung von 



T 

ao«i-«m— 1 



Q 



ermittelt werden kann. Sie kommt darauf hinaus, dass die gesuchte Zahl 
gefunden werden kann durch Lösung der folgenden Aufgabe, mit der ich 
mich jetzt eingehender beschäftigen werde: 

„In ein System von r Zeilen und m Colonnen sollen fi Einheiten 
und rm—fi Nullen so eingefügt werden, dass die Summen in den einzelnen 
Zeilen der Reihe nach A^, ^i, ... ^r-i? die in den Colonnen «o? «i? ••• «m-i 
betragen; dabei sollen aber, wenn man eine beliebige Colonnenzahl durch 
einen verticalen Strich abschneidet, links von diesem Strich in keinef Zeile 
mehr Einheiten sich befinden als in einer der folgenden Zeilen. Wie viel 
verschiedene Gruppirungen sind möglich?" 

Dieselbe Aufgabe könnte wohl auch so ausgesprochen werden: „Ge- 
geben sind r Gruppen, welche der Reihe nach aus ^,, X,, ... l^-i Ele- 
menten bestehen. Letztere sollen in m Fächer so vertheilt werden, dass 
zuerst «u Elemente in das erste Fach, dann a^ Elemente in das zweite u. s. f., 
endlich a^.i in das letzte Fach gelegt werden ; in kein Fach soll aber mehr 
als ein Element irgend einer Gruppe hineinkommen, und femer sollen in 
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keinem Augenblick der Vertheilung aus einer späteren Gruppe mehr Ele- 
mente entnommen sein, als aus einer früheren. Auf wie viel Arten ist eine 
solche Vertheilung möglich?" Es ist angenehm, an die eine oder die andere 
Fassung der Aufgabe gelegentlich die Betrachtungen anknüpfen zu können. 
Unmittelbar ist ersichtlich, dass mehr als r Elemente in keinem 
Fach liegen können. Sei m^ die Anzahl der Fächer, welche h Elemente 
erhalten, so ist: 

\l.mi + 2.m2 + "' + r.mr = K+K+*" + K-i- «o+ai + -*- + am-i = ^ 
'"■' innd «,+™,+...+«, = ™. 

Ist eine dieser Bedingungen nicht erfüllt, so ist die Aufgabe unlösbar, also 
die gesuchte Zahl gleich Null zu setzen. Femer ist nothwendig 

(6.) m^lo^^i^'^ K^i ^ 0, 
und unsere Zahl ist also auch dann Null, wenn ein k kleiner ist als ein 
darauf folgendes, oder wenn ^, > m. Ist ^ = m, so giebt die erste Gruppe 
ein Element an jedes Fach; dann kommt es also nur auf die übrigen 
Gruppen bei der Vertheilung an, wobei gleichzeitig zu beachten ist, dass 
jedes Fach bereits ein Element enthält. Ist Ä^_i = 0, so ist dieselbe Auf- 
gabe fUr ein kleineres r zu lösen. Die Fächer denken wir uns in der 
Regel so geordnet, dass dasjenige mit mehr Inhalt früher gezählt wird, also 

Doch ist diese Bedingung nicht wesentlich, und eben so gut könnte jede 
andere Anordnung gewählt werden. Denn es seien, bei der anderen Auf- 
fassung, die gegebenen Einheiten und Nullen den Zeilen und Colonnen in 
irgend einer Art eingefügt, welche den Bedingungen der Aufgabe entspricht, 
und es mögen dabei die Colonnensummen a' und a" auf einander folgen 
und zwar a' > a". Man vertausche, von unten her beginnend, a' — a" mal 
1,0 mit 0,1, so erhält man aus einer erlaubten Anordnung mit der Colonnen- 
folge a'a" eine eben solche mit der Folge a"«'. Umgekehrt lässt sich aus 
dieser wieder eindeutig jene ableiten. Da nun die Anzahl aller überhaupt 
möglichen Anordnungen in den beiden betrachteten Colonnen dieselbe ist 
bei den Folgen a'a" und a^'a*, und da diejenigen unter ihnen, welche nach 
den sonstigen Bedingungen erlaubt sind, einander eindeutig entsprechen, so 
folgt, dass die Reihenfolge dieser beiden und also der Colonnen überhaupt 
den Werth der gesuchten Zahl nicht beeinflussen kann; vielmehr wird der 
letztere nur von den Grössen r/ij, ... m^, Ä,„ ... il^.i abhängen. Erinnert 
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man sich übrigens daran, dass die behandelte Aufgabe identisch ist mit der 
Entwickelung der Determinante C nach den T, so ist die Vertauschbarkeit 
der Colonnen ohne Weiteres klar; denn es ist ertaubt, die Reihenfolge der 
Differentiationen nach den t (vgl. Bd. 82, S. 216) beliebig zu ändern. 

Unter den l mögen sich p solche befinden, die grösser als Eins sind, 
die übrigen r—p seien gleich Eins. Ist für die ersten p Gruppen fest- 
gesetzt, in welche Fächer die einzelnen Elemente hineinkommen, so ist 
dies auch für die r -p übrigen bestimmt. Denn aus den letzteren sind der 
Reihe nach die Elemente zu entnehmen und nach der Ordnung der Fächer 
in diejenigen zu legen, welche noch nicht hinreichend gefüllt sind. Oder 
nach der anderen Auffassung: In den letzten r—p Zeilen ist zuerst immer 
1, 0, 0, ..., dann 0, 1, 0, ..., dann 0, 0, 1, . . . u. s. w. anzuordnen, um 
die verlangten Colonnensummen zu erhalten. 

Zum Werthe der gesuchten Zahl können auch die Grössen »ip, 
mp+i, ... für nicht einzeln ihrem Werthe nach beitragen, sondern nur ihre 
Summe kann einen Einfluss ausüben. Denn sobald ein Fach p oder mehr 
Elemente erhalten soll, wird dadurch direct die Anordnung der letzten r—p 
Gruppen beeinflusst. Ob aber diese Gruppen an jenes Fach kein Element 
abgeben dürfen, oder ob sie ein oder zwei oder mehr Elemente abgeben 
müssen, ist nach dem eben Gesagten für den Werth der Hauptzahl gleich- 
gültig, diese hängt eben nur von der Anzahl der erlaubten Anordnungen in 
den ersten p Gruppen und ausserdem von dem Werth der Zahl r (oder 
auch fi) ab. 

Sei nun p = 1, so ist die gesuchte Zahl *) gleich der figurirten 

denn aus der ersten Gruppe muss ein Element in das erste Fach gelegt, 
die andern können beliebig vertheilt werden. Ist auch ^, = 1 , so hat die 
Aufgabe offenbar nur eine Lösung; in der That ist dann auch jene Zahl 
der Einheit gleich. 

Im allgemeinen Fall soll die gesuchte Zahl durch 

.„ . /m — 1 m^ wij ... wip-i \ 

^^'^ w,-i A,-i ;i,-i ... Äp-i-i/ 

bezeichnet werden. Alle den Werth der Zahl bestimmenden Grössen sind 
in dieser Bezeichnung enthalten, wenn man noch die Anzahl /i sämmt- 



*) Vergl. dieses Journal Bd. 82 S. 219. 
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lieber Elemente (oder auch die Zahl r) als feststehend dazunimmt Die 
Fächer nämlich, welche p Elemente oder mehr aufnehmen sollen, sind an 

Zahl m— f»! mp.1 und Gruppen, welche nur ein Element enthalten, 

sind /A — Ao— ii >Lp_i vorhanden. Hierdurchist nun eine gewisse Func- 
tion von 2p ganzen positiven Zahlen i», Wi, ... i»p_i, io, ^n ••• ^p-i ('^^^ 
denen auch einige Null sein können), welche durch 

/na\ (^ ^1 ^t • • • ^-1 \ 

V Aq Aj Aj ... Ap — 1 ^ 

bezeichnet wird, in eindeutiger Weise definirt. Um sie auszuwerthen, werde 
ich eine Reihe von Gleichungen aufstellen und nachweisen, dass diese im 
Verein mit gewissen Grenzbedingungen zu einer eindeutigen Bestimmung 
jener Function ausreichen. Die Gleichungen sind natürlich aus der Defi- 
nition abzuleiten, d. h. im Anschluss an die oben gestellte Aufgabe, deren 
Lösung durch (7.) gegeben ist; den Formeln aber werde ich in der Regel 
(7".) zu Grunde legen. Das Analogon fUr die ganze folgende Betrachtung 
bieten die figurirten Zahlen, deren Werthe und Eigenschaften man insge- 
sammt aus der Gleichung 



(T) = (V)+(r!) 



herleiten kann, wenn man noch die Grenzbedingungen 

(")=•>. (:)=i..(2)=i 

hinzunimmt. 

Für die Function (7^) ergeben sich aus dem bisher Gesagten fol- 
gende Grenzbedingungen: Sie verschwindet, wenn irgend ein l kleiner ist 
als das folgende, oder wenn K>fn; wenn der letzte untere Index gleich 
Null ist, so kann dieser und der darüber stehende einfach fortgelassen 
werden; ferner ist: 

(^\ (^ ^1 *^> ' ' • ^— 1 \ /^ — *^i w», ... iitp_i \ 

^ >W Aj Aj ... Ap_i y \ Aj Aj , . . Ap_i / 

Die Function (7**.) kann also auf doppelte Art in eine figurirte Zahl über- 
gehen. Sie wird gleich (^)j wenn Aj == ij = ... = Ap.j = 0, und sie wird 
gleich ^^"^ly »»p-i\ Yft^n Xj^^m — mi ^h für alle Werthe des 

h von bis p — 2. Ferner sind noch die Bedingungen (5.) zu beachten; 
es müssen also Zahlen wip, iWp^i, . . . «i^ alle ^0 so bestimmt werden 
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können, dass 
(5-.) 



111,+ III2 + • • • + ffip-i'h • • • + wir = Wl + 1, 



r^p, sonst aber beliebig, wenn die Zahl (7^) einen Werth haben soll. 
Noch ein besonderer Fall darf endlich nicht unerwähnt bleiben: Die Zahl 
(7".) ist im allgemeinen Null, wenn i^ ., = — 1 (bei der Hauptaufgabe wllrde 
dann ein l kleiner sein, als ein folgendes); eine Ausnahme bildet aber der 

Fall, in welchem gleichzeitig r = p und niiH hw»p-i = wi+l ist; dann 

kann nämlich dieser letzte Index —1 und der darüber stehende einfach 
fortgelassen werden, ohne den Werth der Zahl zu ändern (bei der Haupt- 
aufgabe darf man eine Zeile mit Nullen unten anfügen). 

Ehe ich zur Ableitung der Hauptgleichungen übergehe, führe ich 
noch eine Formel an, welche später Anwendung findet Es ist 

/IW — 1 lllj Wlj . • • "Ir— 1 \ 

\X.-\ i -1 X.-\ ... Xr-l-0 

1 rm — 1 — wir wty.i mr—7 ... m^ \ 

"" \m — 1— Ar_i m— 1— Ar_2 m—i—Xr-z ... m—\—XJ^ 



falls m^'\'m2'\ f-fi»^ = m>Äci 

und l.mi+2.m2+---+r.mr = i(,+ A,H h^r-i- 

Die Richtigkeit sieht man am bequemsten bei der ersten Fassung der obi- 
gen Aufgabe ein. Irgend eine -richtige Anordnung in den Zeilen und Co- 
lonnen liege vor; man ersetze nun jede Eins durch eine Null, jede Null 
durch eine Eins, so entsteht eine andere Anordnung, in welcher die Zeilen- 
summen der Reihe nach w— A„, ... m—lr-\t die Colonnensummen aber 
r— «0, ... r— a,„_i betragen. Wenn vorher links von einem verticalen 
Strich, welcher k Colonnen abtrennt, in einer Zeile e Einheiten und in einer 
spätem c' Einheiten sich befanden, so ist e^c'; also ist nach der Ver- 
tauschung von Null und Eins die Anzahl Ar— e' der Einheiten in der spätem 
Zeile nicht kleiner als die Anzahl A — c der Einheiten in der frühern. 
Wird nun die Reihenfolge der Zeilen umgekehrt, die der Colonnen bei- 
behalten, so haben wir eine richtige Anordnung für die Lösung derjenigen 
Aufgabe, welche aus der gegebenen durch Vertauschung von i* mit «i—^r-i-* 

und von «* mit r—ßA entsteht. Letzteres aber ist, falls «ii+iihH hw»r = »», 

identisch mit der Vertauschung von m mit m — m^ und von m^k mit m^^j,. 
Jede Anordnung für die eine Aufgabe entspricht sonach einer und nur einer 



Kostka, über symmetrische FisncHonen. 99 

Anordnung für die andere. — Im Fall i„ = iii wii-d zwar die Formel (9.) 
nach dem vorhin Gesagten nicht falsch; doch wird man dann besser zuerst 
(8.) anwenden*). 

3. 

Wenn wenigstens zwei Fächer mehr als p— 1 Elemente aufnehmen 

sollen (woraus flir (7".) folgt: «iiH hmp_, <;m; und ist nebenbei aii<Cr\ 

so kann man die gesuchte Zahl als Summe von zwei Functionen gleicher 
Art darstellen. Die verschiedenen möglichen Anordnungen theilen sich näm- 
lich in zwei Classen; bei der einen ist in das letzte Fach, welches mehr 
als p— 1 Elemente enthält, je ein Element aus jeder der ersten p Gruppen 
gelegt, bei der zweiten sind nicht alle diese p Gruppen in jenem Fach 
vertreten. Die Vertheilungen der ersten Classe sind offenbar an Zahl 

/m — 2 iitj m, ... m^—i \ 

- U,-2 Ä,-2 i,~2 . . . Xp-i-iy' 

und es bleibt noch übrig, die andere Zahl zu bestimmen. Irgend eine 
Vertheilung der zweiten Classe sei vorgelegt und das letzte Fach, welches 
mit mehr als p — 1 Elementen gefüllt ist, möge deren h enthalten, welche 
aus den letzten r—p Gruppen entnommen sind. Das erste dieser h Ele- 
mente verschiebe man in das zunächst voraufgehende Fach, aus diesem das 
vorderste, den letzten r—p Gruppen angehörende Element in das demnächst 
vorhergehende Fach u. s. w., so erkennt man, dass jeder Vertheilung der 
zweiten Classe eine und nur eine erlaubte Anordnung in dem Falle ent- 
sprechen würde, wenn die Zahl Wp.i und ebenfalls die Anzahl «o der Ele- 
mente des ersten Faches um Eins grösser wären; d. h. also die zweite 
Classe enthält 

/ m — 1 1», wi, ... f»p— 1+1 \ 
VA,-1 A,-i A,~l ... Ip-i-iy 

erlaubte Vertheilungen. Somit ergiebt sich: 

MO ^ / wi m, , . . nip-i \ /m—i m^ ... mp_i \ .(m m, . . . mp^i mp_i4-l\ 

^^""'^ \X, X, ... X^^J-\x^-\ A,-l... Xp_,^i)-^\X, X, ... V-2 Vi ^" 

Ist Oü allein grösser als p— 1, so giebt es keine Anordnung der zweiten 
Classe, in der Gleichung (10.) fällt also das zweite Glied fort. In der 

*) Die Formel (9.) ist im Gmnde nichts Anderes als der auf unsem Fall ange- 
wendete Satz (14.) im Bd. 82 dieses Journals S. 222 f. 

13* 
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That wären auch für dasselbe in diesem Falle (m,H }- nip^i = m) die Be- 
dingungen (5^) nicht erfüllt. Wenn aber jedes a die Zahl p— 1 nicht über- 
trifft, so verliert die Gleichung (10.) (bei der dann m,H ^.|||p_, = m+l 

ist) für die vorgelegte Aufgabe ihre Bedeutung; inwiefern sie auch dann 
noch gültig bleibt, kann erst an einer ganz andern Stelle entschieden 

werden. — Wenn i^ = m — nii m^ für alle Werthe des h von Null bis 

p — 2, so geht (10.) in die charakteristische Gleichung der figurirten Zahlen 
über; in dem eben erwähnten Ausnahmefall treten hierbei Binomialcoef- 
ficienten mit einem negativen obern Index auf. Wird femer ;ip_, = 0, so 
wird (10.) — abgesehen von jenem auszunehmenden Fall — zu einer 
Identität, weil das erste Glied rechts verschwindet. 

Wenn m, nicht gleich Null, so lässt sich die Zahl (7^) in p+l 
Summanden von gleicher Art zerlegen. Die möglichen Arten der Anord- 
nung theilen wir nämlich in p+l Classen; bei der einen ist das Element 
des letzten Faches aus der r*®^ Gruppe, bei den andern aus je einer der 
ersten p Gruppen entnommen, vorausgesetzt, dass letzteres für jede der- 
selben erlaubt ist. Nach Absonderung dieses letzten Faches kann die Ver- 
theilung in die m— 1 übrigen, von denen aber nur fWi— 1 ein Element auf- 
nehmen dürfen, nach den Vorschriften des in der Aufgabe gegebenen Ge- 
setzes, sonst aber beliebig erfolgen. Wir erhalten also: 

(11.) { , , *• ^; ••• ^-' , 

^ A^ ^j A, . . . Ap_i'' I) ^ Aj, Aj Aj . . . Ajt — 1 , , « Ap_| ^ 

in jedem Gliede der -Z" wird ein l um Eins vermindert, während alle andern 
nngeändert bleiben. Von selbst fallen aus dieser Summe Glieder heraas, 
wenn einige gleiche l in der Reihe ^o, ... Ap_i auf einander folgen, und 
das erste Glied fällt fort, wenn p = r, ganz im Einklang mit den Bedin- 
gungen unserer Aufgabe. Die Gleichung gilt also allgemein, sobald nur 
f»! >> ; für f»! = hat sie für die vorliegende Aufgabe keine Bedeutung. 
Ftlr io = m geht (11.) in eine Identität, für ij = ij = *.. == Ap_, = in die 
charakteristische der figurirten Zahlen über. 

Die Formeln (10.) und (11.) würden, falls p = 2, zur Bestimmung^ 
unserer Function ausreichen. Im allgemeinen Falle kann man noch andere 
Gleichungen nach Analogie von (11.) ableiten. Es sei iiii = 0, aberfii2>>0, 

Bo kann man wieder alle möglichen Zahlenanordnungen in (o) + (^)+(2)^ 
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Classen theilen nach der Art, wie die letzte Coloniiensumme erzielt ist. 
Dieselbe kann nämlich entweder nur aus zwei Einheiten der letzten r— p 
Zeilen und zwar aus denen der beiden letzten zusammengesetzt sein, oder 
aus einer Einheit der ersten p Zeilen und derjenigen der r*en Zeile, oder 
endlich aus zwei Einheiten der ersten p Zeilen. Demnach stellt sich 
die Zahl 

/ iw fWj 1W3 . . . ntp— 1 \ 

Ol t ^s • • • ^p—1^ 

durch eine Summe von (o)+\i)~''(2) ^^^^^^™ gleicher Art dar; bei allen 
ist die obere Indexreihe 

m — 1 1W2 — 1 ^ ... *Wp_i; 

die untere dagegen ist bei dem ersten Gliede dieselbe wie auf der linken 
Seite der Gleichung, bei den p folgenden ist irgend ein k um eine Einheit 
verringert, während die übrigen ungeändert bleiben, endlich bei den letzten 

^2 Gliedern sind irgend zwei l um eine Einheit vermindert, die anderen 

nicht verändert Von den Summanden fällt der erste fort, wenn r—p = 1, 

die p+1 ersten, wenn r—p = 0; femer verschwinden einzelne der (w + Co} 

letzten Glieder, wenn unter den l sich gleiche befinden. Die beschriebene 
Gleichung geht in (11.) über, wenn Ao = w, dagegen wieder in die charak- 
teristische der figurirten Zahlen, wenn alle unteren Indices mit Ausnahme 
des ersten verschwinden. 

Es ist klar, dass man in gleicher Art fortfahren und eine Reihe von 
p— 1 Gleichungen, falls (11.) als erste gezählt wird, herleiten kann. Die 
A*« dieser Gleichungen lautet: 

/m . . . Wa ^A+i • • • w*p-i\ 
(12.) { ^ Ctyn,— i ... m^—i mA+i . . . mp_i \ 

^"'^^O — ^0 • • • ^A — ^A • • • Ap-1 — kp—iJ 

wobei die Grössen &„ , ... k^^i nur einen der Werthe Null oder Eins an- 
nehmen dürfen, die Summe aber ausgedehnt wird über alle Glieder, fUr 
welche 

einen der Werthe 0, 1, 2, ... A hat. Diese h^ Gleichung hat also rechts 
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im allgemeinen (o) + (^)"^ ^(ä)' ^^^ (P~l)^® somit 2''— 1 Glieder; in den 

mehrmals erwähnten besonderen Fällen geht jene entweder in die (A— 1)*® 
oder in die Grundformel der figurirten Zahlen über. 

Die Formeln (11.) und (12.) lassen sich etwas verallgemeinem und 
in folgender Art zusammenfassen: 

^^ o \ / w» m, m, . . . fiip—i \ O Y m — 1 m, . . . m^_i m^ — 1 m^+i . . . fWp— i \ 

^Q ^l ^3 ... A«p_i • ^^^AtQ — Kq . . • A« — Kg ... Ap — i—Kp^\y 



bei der gleichen Bedeutung des Summationszeichens wie vorhin und für 
alle Werthe des p von 1 bis p— 1. Der Beweis wird wohl am bequemsten 
durch vollständige Induction geführt. Man könnte etwa so schliessen: 

(wi . . . wip . . . tna . . . wij)— A O* / m — 1 . . • m^ — i ... m<, . . . w*p— i \ 
AtQ • . • Ap ... A^ ... Ap_i^ n ^Aq f*Q ... A«— Äa ■ • ■ • • . /y«_i— ~Äp_i^ 

''^Afl — kf. — Ä-, ... ... ... An.i — Äp_i — »«--1 ^ 



"0 "0 



und durch Umkehrung der Summationsfolge 

iQ^/^*^ — ^ ••• ^Q ••• ^«J — ^ ••• W»p_i \ 

'^ ^A- iSf. . • • ... ... An_i — Äp_i/ 



'0 "0 



Diese Schlüsse sind zunächst richtig für a— p = 1, m, = mj = ••• = m^., = 0, 
m^ = 1, p = 1, 2, ... p — 2, dann fllr jeden Werth von m^; in gleicher Art 
werden sie für a — p = 2, 3 u. s. w. als richtig erkannt. 

Der Formel (13.) kann man schliesslich noch diese Gestalt geben: 

m m^ ... nip^i \ /m . . . wi^_2 iii^_i-}-l m^ — 1 iTt^+i . . . ifip^i \ 

1^ Aq Aj ... Ap_i y ^0 • • • Ao— 2 A^ — i A^ At0^i • • • ^—1 ^ 

^ Aß — Kf. A, — a, ... ... Ap^i — Äp_i/ 



"0 "0 "1 



indem also hier die Summe rechts nur (^^ Glieder enthält, nämlich die- 
jenigen, für welche 

& = Aü+Äi-i f-Äp_i = p, 

während jedes k,,, wie immer, nur Null oder Eins sein darf. Ist p = 1, so 
ist links zu schreiben 

/fit iHj ... iWp— 1\ /'m — 1 iiij — 1 iitj ... iiip_i\ 

A^ A| . . • A«_] y ^ Aq Aj Aj ... Ap^i^ 
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4. 

Die Gleichungen (10.) und (13.) sind nun im Verein mit den früher 
angegebenen Grenzbedingungen genügend, um die verallgemeinerten figu- 
rirten Zahlen, welche hier betrachtet werden, vollständig auszuwerthen. 
Man kann nämlich ein zweifaches Kecursionsverfahren einschlagen: 

o) Mit Hülfe der Formeln (13.) oder (12.) reducirt man die Zahlen, 
mit beliebigen Werthen von iwi, ... mp_i auf solche, bei denen 

Uli = iit^ = ••• = iWp_i = 

ist. Auf die Zahl 

/m ... \ 

^0 ^1 S • • • ^-i 

kann man dann sicherlich (10.) anwenden, und indem man das zweite Glied 

von (10.) wieder nach der letzten der Gleichungen (13.) entwickelt, folgt: 

n4.^ fm ... \ _ SIV ^~* ... \ 

Mit Benutzung dieser Formel, welche rechts 2^ Glieder hat, kann man von 
dem Fall p = 1, welcher auf die Binomialcoefficienten ftthrt, allmählich zu 
p = 2, 3 u. s. f. aufsteigen ; bei einem bestimmten Werthe von p setze man 
zuerst alle unteren Indices gleich Eins und m der Reihe nach = 1, 2, 3, ... , 
steige zunächst zu immer grösseren Werthen von A,j, dann zu den höheren 
von kl u. s. w. auf, bis endlich der Fall k^i = 1 vollständig erledigt ist^ 
worauf man in gleicher Weise zu den Zahlenwerthen bei grösseren ip«» 
suGcessive gelangt. Der Weg ist unter Umständen nicht kurz, aber er 
führt unzweideutig zum Ziele, und darauf kommt es hier nur an. 

6) Man kann zunächst durch (10.) alle Zahlen auf solche zurück- 
führen, für welche 

mi + ^2 + •••4"^p-i = iw+1 

ist. Dann kann man durch die letzte der Gleichungen (13^) m^^i zum 
Verschwinden bringen, durch die vorletzte m^^^ u. s. f., so dass schliesslich 
alle anderen Zahlen durch Addition aus solchen von der Form 

/m m-f-1 . .. \ 

^Q A| ^2 ... Ap,„| ^ 

zusammengesetzt werden können ; diese aber sind mit Hülfe der ersten von 
den Gleichungen (13^), d. h. mit Hülfe von (11.) zu ermitteln. Der kleinste 
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Werth von m, füv welchen eine solche Zahl nicht verschwindet, ist 

^»-| h^p-i+p— 1? wie aus den Grenzbedingungen (5^) zu erkennen; wird 

also dieser Grenzwerth genommen, so fällt in (11.) das erste Glied 
rechts fort. 

Später werde ich für alle hier betrachteten Functionen einen analy- 
tischen Ausdruck herleiten. Während derselbe aber im allgemeinen recht 
complicirt als mehrfache Summe sich darstellt, wird er gerade für die 
beiden Zahlformen, auf welche die Recursionsmethoden o) und 6) führen, 
sehr einfach. Man erhält: 

^ ^ VA A ... Ap_i/ A=o (^Ä+P— i— Ä)!(m+Ä— Aa)! a^ ^ ' 



/m m+1 ... \ 



(16.) (m+l)!/7(A,-Ä-X,+Ä) 

A,Jfc 



A=0 

Beide Male ist in dem Product mit zwei Argumenten stets h<Cik zu 
nehmen. — Der Nachweis der Richtigkeit von (15.) und (16.) auf Grund 
der bisher gewonnenen Resultate dürfte nicht ohne Interesse sein und soll 
hier geführt werden. 

ä) In (15.) kann man die ganze rechte Seite als Determinante p*®^ 
Grades schreiben: 

wo die A*® Zeile aus der hingeschriebenen dadurch entsteht, dass Aa-i— A+1 
an die Stelle von l tritt. Zieht man nämlich in dieser Determinante, nach- 
dem man -TTT^ZTYt ^^ Stelle von (^) gesetzt hat, die Factoren vor 

(m+p— i)!(m+p— 2)!...m ! 

(^o+P-i)!(^i+P-2)!...ViK^-^o)!('»+i~^.)!-(»»+P--^~V0J' 
80 bleibt die Determinante stehen: 



1 m—l {m-'l){m'-l — l) . . . (m— A)(m— 1— ^)...(m— p + 2— ^) |. 

Hier entwickele man die Glieder der A^on Zeile nach den Potenzen von 
^A-i — A+1, so zerlegt die Determinante sich in eine Summe von Determi- 
nanten, von welchen alle identisch verschwinden mit Ausnahme einer einzigen 

1 ^x (^^xy . . . (-iy^M. 
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welche durch das positive Diflferenzenproduct der ^a-i— A+1 ersetzt werden 
kann. Die rechte Seite von (15.) ist also in der That mit der oben 
genannten Determinante (15".) identisch. 

Nun erfüllt (15".) zunächst alle Grenzbedingungen, denen die linke 
Seite von (15.) unterworfen ist. Sie verschwindet, wenn irgend ein l um 
Eins kleiner ist als das nächstfolgende, oder wenn io > «»; sie reducirt sich 
durch den Wegfall der ersten Zeile und der ersten Colonne auf denselben 
Ausdruck für das nächstkleinere p, wenn ^) = m, also im äussersten Grenz- 
falle, auf f^ ) ; femer reducirt sie sich, falls X^^i = 0, auf die Determinante 
(p— l)ten Grades 



VA+p-2/ VA+p-2>' • • ' \X+p^2J 

denn in diesem Falle werden alle Glieder in der letzten Zeile von (15".) 
der Einheit gleich ; subtrahirt man nun successive die zweite, dritte, vierte, . . . 
Colonne von der voraufgehenden, so folgt jene Reduction. Somit bleibt 
noch zu erweisen, dass (15".) auch der Gleichung (14.) Genüge leistet. 
Zu diesem Zweck verwandele ich (15".) durch Voranschreiben von p Zeilen 
und p Colonnen in eine Determinante vom Grade 2p; in den p ersten 
Colonnen dieser letzteren steht Eins in jedem Gliede der Diagonalreihe, 
sonst nur Null, im übrigen wird die A^^ Zeile ausgefüllt durch 

/ m+p— 2 \ / m+p— 3 \ / m— i \ 

Ua.i-ä+p/ \l,_,-h + pJ ' • • Ua_i~ä+pA 

Die neue Determinante gewinnt, wenn ich die ä*® Zeile von der {p+hy^^ 
subtrahire, folgendes Ansehen: 

1 r^+P~2) (fn+P-3) 



• • • 






0... 



-1 . . . 



m— 1 

Ap— 1 



) 






/w+p-2\ /m+p~3\ / 

^ U -i.D-_2/ U. 4-0-2/ • • • V 



m— 1 







fn-\-p—2\ /m-fp— 3 






Diese zerlege ich in eine Summe von Producten aus Partialdeterminanten 
pten Grades, wobei ich für den ersten Factor immer die p ersten Colonnen 
verwende; von den Gliedern der Summe verschwinden alle mit Ausnahme 
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von 2^, welche genau die vom Beweise verlangten sind. Hat nämlich die 
A*ö Zeile im ersten Factor Verwendung gefunden, so darf derselbe nicht 
auch die {p+h)^^ Zeile enthalten, wenn das betreffende Glied einen Werth 
haben soll; und wirklich tritt auch jedes von den 2^ nicht verschwindenden 
Gliedern mit positivem Vorzeichen in die Summe ein. Denn falls der erste 
Factor die k^ Zeile nicht enthalten soll, setze man in der Determinante 
2pten Grades an Stelle der Eins jener Zeile eine Null und vertausche sie 
dann mit der {p + k)^^ Zeile, was 2p —1 Umstellungen verlangt Sollten 
nun überhaupt t von den p voranstehenden Zeilen nicht im ersten, sondern 
im zweiten Factor verwendet werden, so sind (2p — 1)« Umstellungen er- 
folgt, und die entstandene Determinante 2pten Grades zerlegt sich unmittel- 
bar in das gewünschte Product; es enthält dann aber auch die Diagonal- 
reihe des ersten Factors t Mal die Zahl —1, also ist das Vorzeichen des 
betreffenden Gliedes (— 1)'*" = +1. Damit ist die Richtigkeit der Formel 
(15.) vollständig erwiesen. 

Beiläufig merke ich hier an: 

(17.) (r ?•",'') = ( 1 ^^ ••• ^> 

Die Formel ist aus (15.) abzulesen und enthält als besonderen Fall die 
bekannte 

(T) = L-x)- 

b) In der Gleichung (16.) genügt ebenfalls die rechte Seite den- 
selben Grenzbedingungen wie die linke; denn sie verschwindet, sobald ein 
l um Eins kleiner ist als das nächstfolgende, hat nur einen Werth, so lange 
m^^üH h^p-i+p— 1, und reducirt sich für A^^i = auf denselben Aus- 
druck für das nächstkleinere p, schliesslich auf eine gewöhnliche figurirte 
Zahl. Demnach erübrigt nur noch der Nachweis dafUr, dass die rechte 
Seite von (16.) auch (11.) befriedigt. Der Kürze wegen setze ich 

m+1— ^)— ^1— • — ^p-i—p = X, 
dann ist die folgende Gleichung zu erweisen: 

x(a?+i+a,)...(aj+l+öp) . «. (g,-^— g2)--(gi-i-gp)(a?+i + g») . ^,^ 



(x+a,)...{x+ap) (a,— a,)...(aj— ap)(a;+aj 

(ip(a^-i-aj...(ap-l-^flp_i)(a;+1+ap) ^ ^ 
(öp — ö| ) • • • (<»P — «P-0(^ + «p) 
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Hier ist nämlich beiderseits der Factor 



xla^\a^l...flpl(x-\^i+a^)...(x-\-i + ap) 

fortgelassen. In jener Gleichung zerlege ich das erste Glied in Partial- 
brüche; es sondert sich die ganze Function x+p ab, und die Einzelbriiche 
vereinigen sich mit den anderen Gliedern der linken Seite zu folgendem 
Ausdruck : 



[ flp(gp-"i-fl|)" (gp-1-flp-i) 



Wenn ich hier das h^^ Glied mit Oa+1*^Oa ^^^ ™it dem Differenzenproduct 
der a multiplicire, statt des letzteren dann aber die Determinante schreibe, 
so erhalte ich an Stelle der Summe: 



+1 



(—1) ^ \1 a a^ ... af'^ a(o— 1 — Oi)(a— 1— a2)-.(o — 1— Op)!» 
eine Determinante, deren h^^ Zeile aus der hingeschriebenen dadurch ent- 
steht, dass a^ an die Stelle von a gesetzt wird. Dieselbe ist 



+1 



= x+p— 



= (-1) ' IIa ... äF'' aP^-'-aP(a,+---+a^-fp)+aP-* j(oi+l)(a2+l)+---+K-i+l)(ap+l)| I, 

indem alles Uebrige identisch verschwindet. Hier endlich wende ich die in 
diesem Journal Bd. 81, S. 281f. abgeleitete Regel*) an, lasse den Factor, 
welchen ich vorhin einfllhrte, das Differenzenproduct, wieder fort, so wird 
die linke Seite der zu beweisenden Gleichung 

1 a,-) hflp 

+ (Oi+---+Op)(Oi + "- + öp+p)-(Oi + l)(ö2+l) (ap_i+l)(o^+l) 

= (r+p+p(Oi + --- + ap)-(p— l)(OiH hOp)- ^^^^ =m+l, 

und der gewünschte Beweis ist geliefert. 

5. 

Durch Wiederholung und Combination der Formeln (10.) und (13.) 
lassen sich manche weitere Formeln ableiten, welche sämmtlich als Special- 



*) Dieselbe ist, wie ich nachträglieh bemerkt, bereits in der oben eitirten Ab- 
handlung des Herrn Nägelsbach (§ 6) auf anderem Wege bewiesen. 
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fälle bekannte Beziehungen der Binomialcoefficienten in sich schliessen. 
Doch gehe ich hierauf nicht näher ein, sondern wende mich sogleich zur 
Hauptsache zurück. 

Indem die bisherigen Bezeichnungen festgehalten werden, ergiebt sich : 

WO also die X absteigend geordnet, die letzten r—p derselben der Einheit 
gleich sind und die Summation auf alle Combinationen der Zahlen 1, 
2, . . . r sich erstreckt, für welche 

j m,+iit,H hm^ = m und 

H.mi + 2.nh + "^+r.mr = K+li-\ hK-i^f^y 

d. h. gleich der Dimension der betreffenden Function C ist Sofort folgt 
ans 2): 

/iQ\ 17 _ v/^^"""* ^1 ••• ^"^ ^ n 

bei derselben Bedeutung des Summenzeichens. 

Aus den bisherigen Betrachtungen geht hervor, dass die in (18.) und 
(19.) auftretenden Zahlenfactoren durch successives Verfahren recht bequem 
ausgewerthet werden können; auch ist der analytische Ausdruck derselben 
für einzelne Fälle schon festgestellt Um letzteren allgemein zu erhalten, 
kann man den Bd. 82, S. 220 f. angedeuteten Weg einschlagen. Der Aus- 
druck sei ermittelt für den Fall, dass p — 1 der Indices l die Einheit über- 
schreiten ; dann entwickele man C nach den Elementen der ersten Colonne, 
so ergiebt sich eine Summe von Gliedern mit abwechselndem Vorzeichen, 
welche alle in ihrer Form mit dem ersten 

übereinstimmen. Die Summe kann , wenn der erledigte Fall p = 1 aus- 
genommen wird, höchstens p Glieder haben und bricht ab, sobald eine der 
Zahlen A,,, Ai— 1, A^— 2, ... ^p_i— p + 1 negativ wird; in jedem der auf- 
tretenden C sind nur p — 1 Indices grösser als Eins. Denkt man sich den 
zweiten Factor jenes Productes vollständig entwickelt, so dass auch jedes 
T in seine einzelnen Glieder zerlegt ist, und setzt ebenso für c^, seinen 
Werth in den t, so übersieht man leicht, wie sich der Zahlenfactor von 

T 

in jenem Product durch eine Summation finden lässt Von der Reihe der 
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m Indices dieses T sabtrahire man nämlich in irgend einer Folge eine Reihe 
von ^, Einheiten und m—lo Nullen, so wird jede der entstehenden (?*) 

Indexcombinationen ein Glied in der Entwickelung von Ci^„,i^_^ anzeigen, 

welches zum gesuchten Zahlenfactor einen Beitrag liefert. Sind dabei Ajt 
Einheiten von denjenigen m* Indices abgezogen, welche den Werth & haben, 
so hat die entstehende Combination m— Ai nicht verschwindende Indices, 
»»i— A1 + A2 solche, die gleich Eins, nh—hi+h^ solche, die gleich Zwei 
sind u. s. w. Somit wird : 

(20) / '^* ^'~^ ••* Vi-<^ ~ Hp^i\\h,J^h,J"'\h^^^J 

.%\^IY( ^--^h ^V-i yw*— Ä,— 1 m,— A,+Ä, ... wip-2— Ap-2+Ap-i'\l 

WO die Summe auf alle nicht verschwindenden Glieder auszudehnen ist 
Wenn man hier den letzten Factor in derselben Art darstellt u. s, w. , so 

erhält man schliesslich fllr die gesuchte Zahl eine ^ Z^ fache Summe, 

in welcher jedes Glied sich einerseits aus einer Reihe von Binomial- 
coefficienten, andererseits aus einer Determinante p^^^ Grades, deren Elemente 
Binomialcoefficienten sind , multiplicatorisch zusammensetzt. Wesentliche 
Vereinfachungen dieses höchst complicirten , wenngleich in seinem Bau 
wohl zu übersehenden Ausdrucks sind mir nur in den beiden oben bereits 
erwähnten Fällen gelungen: 

ä) Es sei iiii = w^2 = *« = mp_i = 0, so muss auch Ai = A2 = "=Ap.i = 
sein, wenn das betreffende Glied einen Werth haben soll. Daher wird: 

/m— 1 ... \ __ /m\/m—i ... \ 

/ m ^/^^— 1 ... ö ^ , ./^_iv-»^ ^* V^"^ ^ '" ^ \ 

Ist nun bewiesen, dass 

^,;i^_i x^^i ... i^^.-iy - ju+p-a/ u+p-ay ••• VA+p-s/h 

wo die rechte Seite nach der mehrmals angewendeten Bezeichnung eine 
Determinante (p — 1)*®^ Grades darstellt, so folgt: 

/m— 1 ... \ __ i/w\ /m+p— 3\ /w-fp— 4\ / m—i \ 

\-\ X-\ ... ;iy.i-l/ ■" \\X) VA+p-2/ \A+p-2/ '•' VA+p-2/ 
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Da aber 

80 wird, wenn man die Colonnen von der zweiten an der Reihe nach mit 

CT'). -('!'). ••• (-ir'CJiD 

multiplicirt und zur ersten addirt: 

/m— 1 ... \ _ |/»w+p— 2\ /w+p— 3\ / m—i \j 

KX^^l i^_i ... Ip^i^iJ " |U+p-2>' \X+p^2) •'• U+p-2/- 

Diese Gleichung ist aber richtig für p = 1, also allgemein; mithin ist (15.) 
von neuem bewiesen. 

6) Es sei mi = m, dagegen m, = m3 = ••• = m^ = 0, so hat man: 

Falls nun erwiesen wäre, dass 

nn—\ m ... \ 
VÄ,-1 A,-l ... V2— 1^ 

(m-A„ >,-»)!'ffA(^*-A+p-3)!(m-A„ A^_,4.p_2+X*-A) 

80 könnte man das Obige, wenn der Kürze wegen 

und statt des Differenzenproducts die Determinante gesetzt wird, auch so 

schreiben : 

p(p-i) 

m!(-l) 2 



/m — 1 w . . . \ _ 



*(i*+p-2-A)!(ilA-A+«) 







.11 i ;i^ ... i"-' (i + l)(;L + 2)...(;L+p-2)(;L + (r)|; 

denn wenn man hier nach den Elementen der letzten Colonne entwickelt, 
erhält man genau dasselbe wie oben. Nun ist aber die hier erhaltene 
Determinante gerade dem Differenzenproduct gleich, da bei der Entwicke- 
lung der Elemente der letzten Colonne nach Potenzen von X (oder Aa-i— A + 1) 
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nur i**"* zu einer nicht verschwindenden Determinante führt. Daher wäre 
die obige Formel auch richtig, wenn p statt p — 1 gesetzt würde. Man hat 
aber ftlr p = 2: 

d. h. die Formel (16.) ist richtig für p = 2 und also nach dem soeben ge- 
führten Beweise allgemein. 

Die Formel (20.) ist auch geeignet, die Beziehungen (10.) und (13.) 
für die hier betrachteten Zahlen durch den Schluss von p auf p+1 nach- 
zuweisen. Da die Schwierigkeiten eines solchen Beweises nur in der Länge 
der Formeln, nicht in der Sache liegen, gehe ich nicht weiter darauf ein. 
Indem man aber dabei schliesslich nur auf der Grundformel der figurirten 
Zahlen fusst, wird es möglich sein, die Gültigkeit der Formeln (10.) und 
(13.) für allgemeinere Functionen zu erweisen, deren analytischer Ausdruck 
aus (20.) zu erkennen ist, bei denen aber nicht nothwendig alle m ganze 
positive, den Bedingungen (5.) und (6.) unterworfene Zahlen sein dürfen. 
Auch dies sei hier nur angedeutet. 



6. 

Um eine bestimmtere Vorstellung von den hier betrachteten Zahlen 
zu gewinnen, dürfte es sich empfehlen, ein wenig genauer auf denjenigen 
Fall einzugehen, welcher den figurirten Zahlen am nächsten steht. 

Man hat für p = 2: 

m — m.x /m — 1 — h^ 



/m-m.y 

(21.) (?~\7) = M7)] '~ , . 

U.-A A 



) 
) 



Nun ist aber 



m — m^ \ /^o — ^\/^ — ^ — ^( 



m—X. h 



m— Ä\/m— 1— A. 






folglich : 



= Fr-^*(T)(rr)( 

^ — ^0 '> ^ -^ y ^A^ — ti y\ 



m— wiA /wi— 1 — A 



); 



ff»— 1 m 



K — ^1 i. /♦"iN/"* — '"iN/"* — ^ — ^^ 
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(22».) ( 



^0 ^1 



Auch noch andere Formen ohne Determinantenfactoren in den einzelneu 
Gliedern können aus dieser Umformung entnommen werden. Eine ent- 
sprechende Umformung für den allgemeinen Fall, von deren Möglichkeit 
ich Uherzeugt hin, hahe ich nicht auffinden können. 

Die Functionen (21.) könnten auch eindeutig durch folgende Eigen- 
schaften definirt werden: 

wobei iy und ^i nur ganzzahlig, m und tWi beliebig sein können. Von den 
Folgerungen, welche diese Gleichungen zulassen, seien erwähnt: 

(22-.) (^:;) = i.(D(":S"',tiT'). 
(22-.) (» -;) = i-c-iKDQiJ :;:;), 

WO r eine positive ganze Zahl bedeutet. 

Will man die Zahlen (^TZ.4 70 ^^ ^^^ Hauptfall, nämlich wenn 



m— 1 m^—i \ 
0^ 



1,), ^1, fn, f^i positiv und ganzzahlig und nii 



m ist, auswerthen, so stellt 

tn — i I»' 



man wohl am besten zunächst mit Hülfe von (22\) eine Tafel fllr (^^j T) 
auf, etwa in folgender Anordnung: 

Tafel für {^^_^ ^) = (^_|_^^_^^);ij,^j(^_;tj(^__^j • 



m— A^ 


l, f 


n = 




























= m 


;— 7 
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2 3 


4 
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9 
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14 


15 


16 


17 


1 





1 2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


11 


12 


13 


14 


15 


16 


2 } 


( 


a 1 


3 


6 


10 


15 


21 


28 


36 


45 


55 


66 


78 


91 


105 


120 


"^ 1 


1 


• 


2 


5 


9 


14 


20 


27 


35 


44 


54 


65 


77 


90 


104 


119 







. 


1 


4 


10 


20 


35 


56 


84 


120 


165 


220 


286 


364 


455 


560 


3 


1 







5 


16 


35 


64 


105 


160 


231 


320 


429 


560 


715 


896 


1105 




2 




• 





5 


14 


28 


48 


75 


110 


154 


208 


273 


350 


440 


544 


/ 










1 


5 


15 


35 


70 


126 


210 


330 


495 


715 


1001 


1365 


1820 


\ 


1 




• 





9 


35 


90 


189 


350 


594 


945 


1430 


2079 


2925 


4004 


5355 


4 < 


2 




• 


• 





21 


70 


162 


315 


550 


891 


1365 


2002 


2835 


3900 


5236 


( 


3 




• 


• 


• 





14 


42 


90 


165 


275 


429 


637 


910 


1260 


1700 
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Jede Zahl dieser Tafel wird durch Addition von höchstens drei anderen 
Zahlen derselben erhalten, welche alle in der Colonne sich finden, die der 
gesuchten Zahl voraufgeht. Mit Leichtigkeit lassen sich dann aus dieser 

Tabelle alle anderen Grössen (T~i T) *^^^^^*^°- ^^^ Gleichung (22"*.) 
zeigt nämlich, dass die Zahlen 

/w — 1 m\ /m — i 7n—i\ /m — \ m—2\ ^ 

eine arithmetische Reihe von der Ordnung A, bilden, ftlr welche die An- 
fangsglieder der Haupti'eihe und der DiflFerenzreihen folgende sind: 

/w — 1 m\ /m— 2 w— 1\ /m— 3 m— 2\ 

Uo-1 A/' \-2 X,-\y' U,-3 A,-2/' • • • 

also gerade die Zahlen jener Tabelle, welche sich an die erste derselben 
in der links aufwärts steigenden Diagonale anschliessen. Hiemach wird 
man z. B. folgende kleine Hlllfstafel entwerfen: 
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m^ — 





























1 


2 
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4 
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8 
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10 







15 


15 


15 


15 


15 


15 


15 


15 
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• 


• 


iw = 7, Ao = 3 


1 


210 


195 


180 


165 


150 


135 


120 


105 


90 


• 


• 


m = 8, Ao = 4 


2 


1512 


1302 


1107 


927 


762 


612 


477 


357 


252 


162 


• 


m — 9, Aq — 5 


3 


7560 


6048 


4746 


3639 


2712 


1950 


1338 


861 


504 


252 


90 


m = 10, A, = 6. 



Jede Zeile giebt die Differenzreihe der Zahlen in der folgenden Zeile. Die 
Tafel enthält die Werthe von (^^^ ^0 ^^ m-X», = 4. In gleicher Art 
lässt sich an jede Diagonalreihe der vorigen Tabelle eine kleine Hlllfstafel 

anschliessen, so dass die Werthe aller Zahlen (r~j ^' ) ohne Schwierigkeit 

ermittelt werden können. 

Im Anschluss an meine Untersuchungen in Bd. 82 über die Ent- 
wickelung des Zählers von Borchardl% Function bemerke ich hier noch: 
Wenn man die obige Tabelle bis f?2 — >.„ = 9 fortsetzt, aber bereits bei m = 10 
abbricht, so reicht dieselbe im Verein mit den eben erwähnten Nebentafeln 
für die Entwickelung jenes Zählers bis zu « = 5 fast vollständig aus. Für 
11 = 5 erfordern nur 18 von 126 Determinanten C die Anwendung der in 
den vorigen Abschnitten gegebenen allgemeineren Formeln für p = 3, 4, 5; 
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nnd die Berechnung dieser 18 kann noch durch Benutzung der Formel (9.) 
wesentlich vereinfacht werden. Weit ausführlicher angelegte Tafeln, wie 
z. B. die des Herrn Cayley oder diejenigen, welche hier später besprochen 
werden, müssten viel weiter ausgedehnt werden, um flir jenes specielle 
Problem mit gleichem Vortheil benutzt werden zu können. 



7. 

Die zweite Gruppe der im Eingange erwähnten sechs Aufgaben 
bilden C, K und T, C, deren enger Zusammenhang aus 1) hervorgeht 
Insofern man die Aufgabe, eine Determinante nach Producten der Elemente zu 
entwickeln, als erledigt ansehen kann, scheint es fast unnöthig, auf die Frage, 
wie jene Entwickelungen auszuführen sind, näher einzugehen. Indessen 
bleibt Einiges noch zu erwägen: einmal, welche besonderen Vortheile fttr 
eine successive Berechnung sich aus dem eigenthttmlichen Bau der Deter- 
minanten C ziehen lassen; dann, in welcher Art gleiche Glieder in einer 
solchen Determinantenentwickelung auftreten und wie also der Zahlenfactor 
eines bestimmten K sich gestaltet; endlich in welchem Zusammenhang die 
bei der neuen Aufgabe auftretenden Zahlen mit den bisher untersuchten 
stehen. Eine erschöpfende Beantwortung dieser Fragen beabsichtige ich 
hier nicht, sondern ich beschränke mich auf wenige Anmerkungen. 

Für ein Recursionsverfahren eignet sich vorzüglich die schon oben 
benutzte Formel, welche man erhält, wenn man C nach den Elementen der 
ersten Colonne entwickelt: 

r— 1 

(23.) C2^2,.a^_i = -2*a(— 1) Ci^-/k.C2^+i,;.,+i,^Z;^_i+i,;.^^,.i^^2^^^.i5 

wo also in dem C des (ä+I)*^^ Gliedes der Index i* fehlt, alle vorauf- 
gehenden aber um Eins zu erhöhen sind. Steigt man bei der Tafelcon- 
struction von den niedrigeren Dimensionen der Function und von den Deter- 
minanten geringeren Grades allmählich auf, so kann man eine bessere Re- 
cursionsformel sich nicht wünschen. Die Entwickelung nach den Elementen 
der letzten Colonne könnte wohl auch verwerthet werden; sie wird aber 
im allgemeinen mehr Glieder liefern als (23.), weil in der letzten Colonne 
kein Index < 1 oder > ,a sich vorfinden kann. 

Herr Nägelsbach hat in der oben citirten Abhandlung (S. VII) eine 
Formel für C^r gegeben. Etwas verallgemeinert lautet sie: 
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(24.) C,,,_, = ^(-1)-- C"'-^)i(»'^^ ± ya+H--+«»;,) ^j., ^„.^ _ ^ ^-,^ 



WO die Summe über alle Werthe von «ii , ... m^ sich erstreckt, für welche 



(24^) 



und 



ist Der Beweis wird leicht, indem man C nach den Elementen der ersten 
Zeile entwickelt, durch vollständige Induction geftlhrt, zunächst für X = 1, 
dann flir ein beliebiges X. Oder es ist auch (24.) eine unmittelbare Folge 
von 1) in Verbindung mit Bd. 81 dieses Journals S. 285 f. Anstatt näm- 
lich den Factor von cT'...Cy^ in der Entwickelung von C^^r-i zu suchen, 
kann man nach 1) auch denjenigen von Cj;i-i in der Entwickelung von 
T - „, ermitteln. Und nach Bd. 81 ist das Vorzeichen dieses Coefficienten 

(— ly*"*, sein Werth aber gleich der Anzahl von verschiedenen Anord- 
nungen für die fW|-fm2 + — hw^ Summanden 1, 2, ... /^, durch deren Ad- 
dition zu »— r die Zahl n + l^-l erzeugt werden soll, wobei indessen keiner 
der Summanden A, i+1, ... ,a an die letzte Stelle gesetzt werden darf. 
Dass X + r--l = fi, sowie dass die Zahl m^ nur Null oder Eins sein kann, 
im letztern Falle aber alle übrigen «Ia Null sind, bedarf wohl kaum der 
Erwähnung. 

Noch allgemeiner als (24.) ist die folgende Formel: Unter der Vor- 
aussetzung, dass jede der Differenzen Ao— A,, i, — Xjt ••• ^p-2 — ^p-i mindestens 
den Werth /? — 2 hat, besteht die Gleichung: 



(25.) 



wobei 



(25^) 






mi 



p-i-p-» 





1 


• 
• 
• 


■er'(!;\..c"/, 


= 




1 


fWz,+p-2H f-t»^— 1 


^^p-l-i^+1 ••• '"Vl"^ 




1 


«., 


,-i+^ip-i+ 


,H f-«»^-;>+l 



gesetzt ist, in der letzten Determinantenzeile aber ein etwa auftretendes tn 
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mit negativem Index durch Null und w,, durch — »1+/?— 1 zu ersetzen ist. 
Das Summenzeichen in (25.) hat natürlich dieselbe Bedeutung wie in (24.). 
Der Beweis ist wohl am einfachsten so zu führen, dass man C in eine 
Determinante /?*«° Grades umformt: 

k=r—p 

(wobei rechts die schon mehrfach benutzte abgekürzte Bezeichnung ange- 
wendet ist) und dann (24.) für den Fall A = 1 verwerthet Aus dieser Um- 
formung von C lässt sich auch ungefähr übersehen, wie der Ausdruck für 
C im allgemeinen Fall, wenn die Bedingung A^-i— ^Ä^p — 2 wegfällt, sich 
gestalten muss. Es werden dabei ausser der Determinante (25".) noch ge- 
wisse ihrer Partialdeterminanten eine Rolle spielen. Näheres darüber viel- 
leicht bei einer andern Gelegenheit. 

Der Zusammenhang zwischen den Zahlen, welche bei diesen Ent- 
wickelungen auftreten, und den vorher (§2 bis 6) betrachteten wird, wie 
gesagt, flir jede Dimension durch ein System linearer Gleichungen gegeben. 
Indem die Ausdrücke sämmtlicher C von der Dimension /lc in den T zu- 
sammengestellt werden, soll die Anordnung des Systems derartig sein, dass 
die C in gewöhnlicher Reihenfolge geschrieben werden — d. h. dasjenige 
C steht voran, bei welchem ein höherer Index eine frühere Stelle einnimmt, 
— und dass die Indexreihe des T, welches in der h^^^ Colonne steht, der- 
jenigen des C in der A^en Zeile conjugirt ist. Dabei tritt dann deutlich 
hervor, dass die Determinante des Systems den Werth Eins hat; denn jedes 
Glied der Diagonal reihe ist gleich Eins und alle folgenden verschwinden. 
In dem Ausdruck für Cx^j^^^^ lautet nämlich der Zahlenfactor des Diagonal- 
gliedes 

AiQ 1 /»Q-^Aj Aj "^ A»2 . . . Ar— 2^~A/- — \ 



/ Aq — 1 Aq — A, Aj — A3 ... Ar— 2 — Ar— 1 N 



und er ist in Folge von (8.) der Einheit gleich. Sei ferner iUl.-.^r-i eine 
Indexreihe, welche bei der gewählten Ordnung später als ^0^1...^^-! zu 
stehen kommt, so muss z.B. h>K sein, während alle voraufgehenden 
X den entsprechenden X' gleich sind. Irgend ein T, welches in dem Aus- 
druck für Cx^^x^_^ dem Diagonalgliede folgt, wird also repräsentirt durch 
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und sein Zahlenfactor 

(^0 — ^ ^0 — ^1 • • • ^A-^ — ^*-l ^A-1 — ^A • • • ^-2 — ^r-l \ 
Aq — 1 A| — 1 ..• Aa— 1 — 1 Aä — * ••• ^r— 1 — ■ ^ 

verschwindet, weil er durch Anwendung von (8.) auf eine solche Form 
kommt, dass der erste untere Index ^a— 1 grösser ist als der darüber- 
stehende i^'k—l. 

Nun ist leicht zu übersehen, wie sich der Factor von Ci i in der 

Entwickelung von r„^a,...a^_i ^^® ^^^® Determinante aus verallgemeinerten 
figurirten Zahlen darstellen wird. Man bilde die auf K^i*.'K-i folgenden 
Indexreihen bis zu derjenigen, welche zu a(,aj...a^„i conjugirt ist; dieselben 
seien KK^^K^-i] • • • ^^)*^ M*^. . . ^rj-i- Femer bilde man die conjugirten Reihen 

'x(*-«)_A(*-o ;ic*-o_i(*-i) XrJ-» 

Letztere liefern für die einzelnen Colonneu der Reihe nach die charakte- 
ristischen oberen, erstere flir die einzelnen Zeilen die unteren Indices; so 
ist also 

/ACp)-1 A(e)--A(e) A(e)-A(e) ... 



Ca)«i AC^')-! AC*»)-! ...y 



dasjenige Element der Determinante, welches gleichzeitig in der (p-fl)*®^ 
Colonne und in der a^en Zeile steht. Die Determinante ist schliesslich noch 
mit (—1)* zu multipliciren. Ihr Bau ist derartig, dass rechts auf jedes Glied 
der Hauptdiagonale zuerst eine Eins dann nur Nullen folgen. Wenn man 
sie also entweder nach den Elementen der ersten Colonne oder nach denen 
der letzten Zeile entwickelt, so werden die Factoren dieser Elemente durch 
Determinanten von gleichem Bau aber immer niedrigerem Grade dargestellt 
Mit andern Worten : Zwischen den Zahlen der Aufgabe C, T und denen der 
Aufgabe T, C lassen sich zwei Gruppen von einfachen Beziehungen an- 
geben. Im nächsten Abschnitt wird sich dies noch klarer und bestimmter 
aussprechen lassen. 

8. 

Für die Praxis dürfte das folgende Ergebniss aller bisherigen Be- 
trachtungen nicht ohne Vortheil sein: Für jede Dimension lassen sich die 
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Resultate der vier Aufgaben, bei welchen die C eine Rolle spielen, in einer 
einzigen Quadrattafel zusammenfassen, und die successive Construction dieser 
Tafeln ist eine ausserordentlich einfache. Ich gebe zunächst die Tabellen 
für die acht ersten Dimensionen und fUge nachher einige Bemerkungen über 
deren Einrichtung und Herstellung bei. 



Tafeln für den Zusammenhang der C, T, K. 
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VI. 
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Für den Gebrauch der Tafeln ist zu merken : Von den Bezeichnungen 
der Zeilen und Colonnen gehören zusammen links und oben, rechts und 
unten. Die gesuchten Zahlen findet man in der Zeile oder Colonne, welche 
unmittelbar an die gesuchte Function sich anschliesst; dabei hat man aber 
nur bis zu der ausgezeichneten Diagonale vorzugehen, während alle Felder 
JQPseits derselben für die betreffende Entwickelung Nullen enthalten z. B, 

C53 = 28Ti» + 9Tit2-\- 3T|42«+ 1 P2> = — Ä'26+Äl53 , 
i 142« = loCs — 5C7i+ t/62 , 

Ai«6 = CiCe = (^8+ 2C71+ C^'-\- Cßii. 

Bei der Bezeichnung der Zeilen sind links die C in gewöhnlicher Folge 
geordnet, rechts derart, dass auf derselben Zeile conjugirte Indexreihen 
stehen. Oben die T, unten die K folgen so auf einander, dass die Index- 
reihe der A^ö» Colonne mit derjenigen auf der rechten Seite der A*«^ Zeile 
übereinstimmt. Daraus folgt z. B., dass ein T oder K desto frUher gesetzt 
ist je mehr Indices es hat. 

Berechnet sind die Zahlen rechts von der Hauptdiagonale zeilen- 
weise nach (23.), die unteren Zeilen zuerst. Um die Felder links von der 
Diagonale zu füllen, kann man zunächst mit Vortheil (9.) anwenden. Weil 
es, wie bemerkt, erlaubt ist, die Anzahl der t gleich der Anzahl m von 
Indices des betreffenden T zu setzen, wird man aus (9.) Nutzen ziehen, 
sobald m . r <C 2,a ist ; dann findet sich nämlich die Zahl auf der rechten 
Seite von (9.) schon in der Tafel fUr eine niedrigere Dimension. So führt 
z. B. die Entwickelung von C422 nach den T auf die vierte Dimension für 
die T mit vier, auf die siebente für die mit fünf Indices, andrerseits werden 
die Zahlen dieser Entwickelung fUr die T mit sechs Indices bei der zehnten 
Dimension Verwendung finden. Nimmt man hinzu, dass eine Reihe von 
Zahlen Binomialcoefficienten sind, so lassen sich viele Felder ohne weiteres 
ausfüllen, z. B. bei der achten Dimension 149 von 253 (einschliesslich der 
Diagonalfelder); und rechnet man die C, welche nur zwei Indices höher 
als Eins haben, hinzu, da deren Entwickelungszahlen ganz besonders leicht 
anzugeben sind, so erhöht sich jene Zahl auf 211. Die übrigen Felder 
werden dann, indem man zeilenweise von oben nach unten vorschreitet, 
gleichfalls mit geringer Mühe nach (11.) oder (13.) ausgefilUt. 

Die successive Construction der Tafeln ist also höchst einfach. 
Trotzdem wird es wünschenswerth sein, gewisse Proben für die Richtigkeit 
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122 Kostka, über symmetrische Functionen. 

des schliesslichen Resultats zu besitzen. In dieser Beziehung kann Fol- 
gendes erwähnt werden: 

a) Schneidet man aus einer solchen Tafel irgend ein Quadrat von 
mindestens vier Feldern so aus, dass ein Theil der Hauptdiagonale darin 
eine Diagonale vorstellt, so besteht, falls ^i, ^2, ... a^ die Zahlen in der 
einen Reihe von Randfeldem dieses Quadrats und 61, 62, ... 6a die ent- 
sprechenden in der parallelen Reihe von Randfeldern bedeuten, die Gleichung: 

(27.) a^b,+ (hb2+'"+a,b, = 0, 

wobei es gleichgültig ist, ob man die horizontal oder die vertikal neben 
einander liegenden Randfelder gewählt hat Die Allgemeingültigkeit von 
(27.) folgt aus den Bemerkungen am Schluss von § 7. Weil aber die 
letzte Zeile jeder Tafel nur Eins enthält, so ergiebt sich der Zusatz: „Die 
Summe aus der Eins eines Diagonalfeldes und allen in derselben Zeile rechts 
folgenden Zahlen ist stets Null". Daher beiläufig : „Sind <i, <2, • • • t^ die 



/*+! Ai+1. 



von —1 verschiedenen Werthe von >/— 1, falls /u gerade, oder von ]/+l, 
falls fi ungerade, so ist die Summe aller T von irgend einer der Dimensionen 
2, 3, ... ^ stets gleich Null". Alle c und alle K sind nämlich in diesem 
Falle gleich Eins , ferner d = Cj = • • • C^ = 1 und alle andern C von den 
Dimensionen 2, 3, ... ^ verschwinden. Noch manche andere nicht un- 
interessante Beziehungen könnten aus (27.) geschlossen werden, z. B. durch 
Hinzunahme von (24). 

ß) In der ersten Colonne sind stets zwei Zahlen gleich, wenn die 
Indexreihen der zugehörigen C conjugirt sind. Der Satz lässt sich als 
Formel so aussprechen: 

/ooN ff^-^ f* ... \ _ /^-i ^0... \ 

vorausgesetzt, dass ^, ... A^.«, und K^ . . . Ä^ _i conjugirte Indexreihen von 
der Dimension in sind. Den Beweis erhält man, indem man beide Seiten 
von (28.) nach (11.) entwickelt. Auf der rechten Seite von (11.) fällt 
nämlich im vorliegenden Falle das erste Glied fort; von den übrigen findet 
sich zu jedem Gliede der einen Entwickelung ein entsprechendes in der 
andern derart, dass die zugehörigen Indexreihen conjugirt sind. Da nun 
der Satz, wie die Anschauung lehrt, für die niedrigsten Dimensionen richtig 
ist, so ist er es allgemein. Eine ähnliche Eigenschaft der Zahlen in der 
letzten Colonne lässt sich auch leicht nachweisen. 
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9. 

Von den im Eingang der Arbeit erwähnten sechs Aufgaben sind 
T, K und ÜT, T eigentlich noch zu besprechen, Erstere ist oft und auf 
verschiedene Art gelöst, letztere nur in wenigen SpecialMlen behandelt 
Hier ergiebt sich eine gemeinsame Lösungsart für beide Aufgaben. Jede 
Zahl einer solchen Entwickelung stellt sich dar als eine Summe von Pro- 
ducten aus je zwei Factoren, deren jeder zu einer der im Voraufgehenden 
behandelten Zahlenklassen gehört; und zwar ist bei der Aufgabe K^ T 
jeder derartige Factor eine 'von den Zahlen, wie sie in den §§2 bis 6 
untersucht sind, bei T, K gehört er zur Zahlengruppe des § 7. Aus den 
vorhin besprochenen Tafeln lässt sich also durch eine kleine Nebenrechnung 
der Coefficient eines bestimmten K in der Entwickelung eines T sowie auch 
derjenige eines T in der Entwickelung eines K entnehmen. Für die Theorie 
mögen hier noch recht interessante Folgerungen sich ergeben; an diese 
Untersuchung bin ich aber bis jetzt nicht herangetreten. Bemerkenswerth 
ist z. B. die Gleichung : 

-./fi— 1 ^ 0... \ /m— 1 m, ... mr,_i \ 

^u,-i A,-i . ... A,.,-iyAA;-.i a;-.i ... A;,.i^i>' 

(i!)m,(2!)-..,.(^!)>' 

wobei A(„ . . . K^x und A,',, . . . A^ _, coujugirte Indexreihen bedeuten, die Summe 
über alle verschiedenen Reihen Ki ... A^.i von der Dimension fi zu erstrecken 
ist, my Uli, • • • ^fA für die Summation c'onstant sind und zwar so, dass 

(29^) i »»i+W2+--+»>^ = «t, 

ist. Die Formel folgt aus dem polynomischen Satz. Femer verdient Be- 
achtung die aus (3.) sich ergebende Gleichung: 

—/Hl — i m, ... iiir— i N/wi' — \ m\ ... Uli-,— I N 

(30) { ^«"^ *»""* ••• ^-i-^^^^o-^ *'.-* ••• V.-i-l>' 

wo die l und V wieder conjugirte Reihen, die m und m' aber beliebige, den 
Gleichungen (29"'.) genügende, in der Summe constante Zahlen sind. Aehn- 
liche Formeln flir die Zahlen des § 7 könnte man aus dem bekannten Ausdruck 
in den K für die Potenzsummen der t und aus dem Satz (4.) entnehmen. 

Insterburg, den 16. April 1881. 
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Kurze Ableitung der Riemannschen Thetaformel. 

(Von Herrn F. Prym in Würzburg.) 



In einer soeben erschienenen Arbeit*) habe ich eine von Riemann 
herrührende Formel, die flir die Theorie der Thetafanctionen als eine funda- 
mentale anzusehen ist, abgeleitet und ich erwähnte zugleich, dass das zur 
zur Gewinnung derselben angewandte Verfahren durch ein bedeutend ein- 
facheres ersetzt werden könne. Dieses neue, im Jahre 1880 von mir ge- 
fiindene Verfahren erlaube ich mir im Folgenden mitzutheilen, während ich 
bezüglich alles Uebrigen auf die erwähnte Arbeit verweisen muss. 



Die p-fach unendliche d-Reihe: 

■»C. • • • Crt-J 



«,=+» -p=+« V ^^%/.-('»/,+-^)(«t^'+^)+2V(»»^+-y)(i'^+-y«») 



= 2 ••• 2 e 

mi=— « mp=— 30 ' 



bei der die €, c' ganze Zahlen bezeichnen, und die {pip+V) Constanten a 
nur der für die Convergenz der Reihe nothwendigen und hinreichenden 
Bedingung, dass der reelle Theil von ^^a^^m^mf,. wesentlich negativ sei, 

unterworfen sein sollen, stellt eine einwerthige und für endliche e auch stetige 
Function der complexen Veränderlichen cj, ..., t?p dar, welche den Gleichungen: 

(I.) &\Jt *"*f l(t>J...|t>„+mL..|f>p) = &IJ '"*f|(f?il...|t>y|..-|t>p)e'*''", 

(H.) ^h ••'f](e.+ a,J...|t>p+a,,) = dPj * • Jl(e.l...|t»p)e 

V = 1, ..., p, 

*) Untersuchungen über die Riemannsche Thetaformel und die Riemannsahe Cha- 
rakteristikentheorie. Leipzig, Teubner. 
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genügt Erfüllt umgekehrt eine einwerthige und für endliche v auch immer 
stetige Function /(ci I . . . I Up) der complexen Veränderlichen t>i, . . . , tj^ die 
Bedingungen; 

/*(fj,|...|f?y+ml...|fjp) = /*(t>i|...|f>vl...|f>p)e'»'% 

so kann sie sich von der Function d^\] '" n(t>il..Jf?p) nur um einen von 

den sämmtlichen Grössen v unabhängigen Factor unterscheiden. 
Im Folgenden soll das System: 

wobei unter den x, x! ganze Zahlen zu verstehen sind, symbolisch mit 

(^t>+ .1), und entsprechend das System f?i|...|t>,. mit (t?) bezeichnet werden; 

auch soll, wenn dadurch kein Missverständniss zu befürchten, der Zahlen- 
complex r ) * * *f , der die Charakteristik der d-Reihe genannt wird, durch 

l-C - • • • Cp-* 

[*J oder noch einfacher durch [b\ repräsentirt werden. Wie sich durch 

Betrachtung der die Function ^[*,] ((«)) definirenden Reihe leicht ergiebt, 
bestehen dann die Relationen: 



■f , • • . f V l"'^ . . . Ä 



(ß,.) *rv . na»)) = '^r;""'r""'^] ((»)), 



V=:i, ..., P> 






Lc . • • • CyJ L.C I • • • Cp«J 

aus denen für ganzzahlige i, i' noch die Formel: 



(1.) 
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folgt. Die Gleichungen (Ä,.), (Ä2.) zeigen, dass im Ganzen nur 2'^^ wesent- 
lich verschiedene Functionen ^|J,J ((«)) existiren; als Repräsentanten der- 
selben können diejenigen 2** angesehen werden, deren Charakteristiken nur 
die Zahlen 0, 1 als Elemente enthalten. Charakteristiken von dieser Art 
sollen Normalcharakteristiken genannt werden. 

Mit Rücksicht auf die nachstehende Untersuchung verstehe man jetzt 
unter ii^, f>v, Wy, ty (v = l, ..., p) 4p unabhängige Veränderliche und de- 
finire die 4f? Grössen Uy^ u'^, ir^, t'y (v = 1, . . ., p) als lineare Functionen 
derselben durch die Gleichungen: 

Uy-^-^y+fOy^-ty = 2Uy, 

(p.) \ V — 1, . . ., p. 

Uy—t)y+fDy—ty = ÖlTy, 

Uy—ey—fVy+ty = 2ty, 

Beachtet man dann, dass durch passende Verbindung dieser Gleichungen 
(S.) die Gleichungen: 

Uy+ Vy+ fD'y+ t'y = 2Uy, 

/«»N jUy+Vy—tCy—ty = 2V y , 

Uy—Vy+fCy^ty = 2W y y 

Uy— Vy— tCy+ t'y = 2ty , 

entstehen, so erkennt man, dass in allen Formeln, in denen neben den 
Grössen {u)^ (©), (ir), (t) als unabhängigen Veränderlichen die Grössen 
(«'), (t>'), («?'), (/') auftreten, unbeschadet der Richtigkeit die ersteren mit 
den letzteren beziehlich vertauscht werden können. 

Nach diesen Vorbereitungen bilde man das Product: 

betrachte dasselbe, indem man zunächst von den Grössen (u), (ir), (*) ab- 
sieht, als Function der unabhängigen Veränderlichen 2tii , . . . , 2up und be- 
zeichne es entsprechend mit (p\ !"''n(2wil...|2tip); die Function y ist dann 

* p 

definirt durch die Gleichung: 

<p[Y';]{2u,\...\2fi,) 
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Lässt man nun in dieser Gleichung das eine Mal u^ inti^+^, das andere 

Mal fii|...|fip in Wi+-^l...|wp+-%^ übergehen und wendet jedes Mal die 
Formel (A.) an, so erhält man die Relationen: 

9h-j]c2«.+ a,J...|2ii,+ a,,) = 9.h-'''t*"J](2ii.|...|2«p)e- 

1 p » V p 

V = 1, .. ., p. 

Ersetzt man dagegen das eine Mal e^ durch e^ ± 2, das andere Mal e'y durch 
€^, + 2 und wendet die Formeln (ßi.)? (Ä2O au? so entstehen die Relationen: 

^[:;:::<i2::::;]((2«)) = ^[:;;:;;r::::f]((2«)), 

Setzt man jetzt weiter: 

(2.) *(2«.|...|2ii,) = ^yh-'f](2«.|...|2«,) 

— wobei die Summation auf der rechten Seite über alle Terme zu er- 
strecken ist, die aus dem allgemeinen Gliede hervorgehen, wenn man darin 
an Stelle der 2p Buchstaben ^i , . . • , «p , «i , . • . , «J, die 2^^ Variationen der 
Elemente 0, 1 zur 2/iteii Classe mit Wiederholung, oder, was dasselbe, an 

Stelle von rr"*fl der Reihe nach die 2'^^ Normalcharakteristiken treten 

1 p 

lässt — und berücksichtigt, dass in Folge der beiden letzten für die Func- 
tion (p aufgestellten Relationen bei der rechts stehenden Summe nur die An- 
ordnung der Summanden geändert, der Werth der Summe selbst also in 
keiner Weise alterirt wird, wenn man in dem hinter dem Summenzeichen 

stehenden Ausdrucke ylV'^f |((2fi)) «,, durch «^+1 oder a^ durch «^+1 er- 
setzt, so ergeben sich aus den beiden ersten für die Function (p aufgestell- 
ten Relationen, indem man bei jeder derselben an Stelle von 1 V"*n ^®^ 

Reihe nach die sämmtlichen 2^^" Normalcharakteristiken treten lässt und die 
2^*" so entstehenden Gleichungen addirt, fUr die unter (2.) definirte Function 
^ die Relationen: 
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*(2tfJ...|2fi,+ ^«|...l2fi^) = *(2fiJ...|2fiJ...|2fi^), 
* (2fii+ Ol J... I 2fip + Op.) = *(2fiJ...| 211^)6-*"----% '''" '•••'''• 
Nach dem im Eingange Bemerkten folgt aber hieraus, dass die Function * 
sich von der Function «* [n qI ((2«)) — die in der Folge mit Unterdrückung 
der Charakteristik durch ^((2fi)) bezeichnet werden soll — nur um einen 
von den sämmtlichen Grössen u unabhängigen Factor unterscheiden kann. 
Berücksichtigt man dann noch, dass das oben mit (p bezeichnete ^-Product 
seinen Werth nicht ändert, wenn man irgend zwei der Variablensysteme 
(w), (f>), (ir), (0 mit einander vertauscht, so erkennt man, dass auch die 
Function * eine symmetrische Function der Variablensysteme (w), (t>), (ir), {t) 
ist und dass dieselbe daher als Function von (2t?), (2ir), oder (2^ betrachtet 
dieselben Eigenschaften wie als Function von (2fi) besitzt Daraus ergiebt 
sich, unter Hinzuziehung des schon vorher gewonnenen Resultates, dass 

* = *,.d((2ii)), *i = *2.^((2t?)), *2 = *3.*((2fr)), *3 = C.d((2<)) 

gesetzt werden darf, wobei *i von den Variablen (ti), *2 von den Variablen 
(w), (t?), *3 von den Variablen {u\ («), (ir) unabhängig ist, endlich C eine 
von allen Variablen (w), (©), (ir), {t) unabhängige Constante bezeichnet, und 
man gelangt auf diese Weise zu der Gleichung: 

(3.) *(2fii|...l2fip) = C9{{2u))9{{2f>))9{{2w))&{{2t)). 

Führt man den so für * gefundenen Ausdruck in die Gleichung (2.) ein 
und ersetzt zugleich die auf der rechten Seite dieser Gleichung vorkommende 
Function (p durch das mit ihr identische, unter (1.) angegebene d-Product, 
nachdem man in dasselbe mit Hülfe der Gleichungen (S) die Grössen 
(2«'), (2f?'), (2fr'), (2*') eingeführt hat, so erhält man schliesslich die Gleichung: 

i C&{{2u)) 9{{2v))»{{2w)) d- {(2t)) 

^^'^ i = fj ^ W ((2fi')) * [e] ((2r')) » [e] ((2fr')) »[e] ((2«')). 

Zum Zwecke der Bestimmung der Grösse C, die zwar in Bezug auf 
die Variablen (ii), (d), (fr), (<) constant ist, die aber möglicherweise von den 
d- Modulen a^^, abhängig sein könnte, soll zunächst aus der letzten Glei- 
chung eine allgemeinere abgeleitet werden. Zu dem Ende lasse man in 
derselben : 

(2fi), (2r), (2fr), (20 in (2f. + |J,|), (2r + |j,|), (2fr+|j,|), (2< + |j^ 
beziehlich übergehen, indem man unter ??i, . . . , ?jp , ?yi , • . ., tj^ die 2p Ele- 
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mente einer beliebigen der 2'^ Normalcharakteristiken versteht, und berück- 
sichtige, dass dadurch: 

(2fi'), (2ü'), (2ir'), (20 in (2fi'+|2j,|), (2^, (2ir'), (20 

beziehlich übergehen. Wendet man dann auf die linke Seite der so ent- 
standenen Gleichung die Formel {A,\ auf die rechte die Formel (!)•) an 
und vertauscht zugleich die Variablensysteme (ti), (t>), (ir), {t) mit den 
Variablensystemen («'), (t?'), (ir'), C) beziehlich, so erhält man die ge- 
wünschte allgemeinere Gleichung in der Form: 

C»[rj] ((2fi')) » M ((2r ')) & [ti] ((2ir')) d M {{2t')) 

= ^(-1)-=^ • »[e]{{2u))»[e]{{2f>))&[e]{{2w))9[e]{{2t)). 

Ersetzt man jetzt in der Gleichung (4) den Buchstaben e durch den 
Buchstaben rj und fuhrt auf der rechten Seite der so geänderten Gleichung 
an Stelle des allgemeinen Gliedes den aus (5.) dafür sich ergebenden Aus- 
druck ein, so erhält man: 

e » ((2fi)) 9 ((2c)) & ((2ir)) 9 {{2t)) 

= ^^W((2fi))ifM((2r))^[e]((2ir))dM((20)U(-l)^=^ I, 

und findet hieraus, indem man berücksichtigt, dass die auf der rechten 
Seite vorkommende in besondere Klammern eingeschlossene Summe nur 
dann einen von Null verschiedenen Werth, und zwar den Werth 2'^ besitzt, 
wenn alle Grössen t, «' den Werth Null haben: 

C' = 2'^ C=±2^ 

wobei das Vorzeichen, welches von den t^-Modulen a^^. abhängig sein 
könnte, noch zu bestimmen ist 

Die die Function & [«] {{ti)) darstellende Reihe ist, solange die Grössen 
a^u' der angegebenen, zur Convergenz der Reihe nothwendigen und hin- 
reichenden Bedingung, die für das Folgende stets als erfüllt vorausgesetzt 
sei, genügen, immer eine stetige Function dieser Grössen, auch können bei 
gegebenen Werthen der a^^. die Werthe der Grössen t>, , «2, . . . , Dp stets 
so bestimmt werden, dass die Function ^^ [«]((«)) einen von Null verschie- 
denen endlichen Werth erhält; berücksichtigt man dies, so zeigt die Glei- 
chung (4.), dass sich C als Quotient zweier in Bezug auf die Grössen a^^, 
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stetiger Functionen darstellen lässt, deren Verschwinden bei festgehaltenen 
Werthen der a^^/ durch passende Wahl der den Werth von C in keiner Weise 
beeinflussenden Werthe von (ti), (t?), (tr), (/) immer vermieden werden kann. 
Daraus folgt aber zunächst, dass die Grösse C eine stetige Function der sämmt- 
lichen Grössen a^^. ist, und weiter dann mit Rücksicht auf das schon oben 
Gefundene, dass dieselbe entweder stets den Werth + 2^ oder stets den Werth 
—2'* besitzt, jenachdem sie fllr irgend ein System von Werthen der a^^. 
den Werth +2** oder den Werth —2^ hat. Lässt man aber in der Glei- 
chung (4.) sämmtliche Grössen a^^,, bei denen ^ ^ ^' ist, gegen 0, zugleich 
die reellen Theile der Grössen öh, «22, . • . , 0^ gegen — 00 gehen, berück- 
sichtigt auch, dass unter dem Einflüsse dieses Aenderungsprocesses die Func- 
tion & [«] ((t?)) , welche Werthe auch ihre Argumente besitzen, immer gegen 
die Grenze convergirt, wenn auch nur eine der Grössen «„ «27 • • • , «p von 
verschieden ist, gegen die Grenze 1 dagegen, wenn «^ = «2 = • • • = «p = 
ist, und dass daher das auf der linken Seite von (4.) stehende 5^-Product 
gegen 1, die auf der rechten Seite stehende Summe gegen 2^ convergirt, 
so erkennt man, dass C als Quotient dieser gegen 2^ und 1 beziehlich 
convergirenden Grössen jedenfalls den Werth +2*" besitzt, wenn bei gegen 
convergirenden a^^,. (/^ $ i^') die reellen Theile der Grössen a,i, a«, ..., a^^ 
hinreichend weit in's Negative geschoben sind, und es ist daher auch für 
jedes System von Werthen der a^^r. 

Führt man den gefundenen Werth an Stelle von C in die Gleichung 
(4.) ein und vertauscht zugleich die Variablensysteme (2fi), (2t?), (2ir), (2/) 
mit den Variablensystemen (2«'), (2t?'), (2tt?'), (2/') beziehlich, so erhält 
man die 

Riemannsche Thelaformel: 

2^&{{2u'))&{{2v'))»{{2w'))9{{2t')) 



(6.) 



= J? d [6] ((2fi)) 9 [b] ((2t?)) a [e] ((2«?)) & [b] {{2t)). 



Lässt man in dieser Formel unter Benutzung der Elemente dreier willkür- 
licher Charakteristiken [ij], [p], [a]: 

(2fi), (2t?), (2ir), (20 
in 

(2.+ !«), (2.4|'|), .. (2„+"), (2<-^+'|) 



e 



e'+JF" 
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beziehlich übergehen und berücksichtigt, dass dadurch 

(2fi'), {2v'), (2fr'), (20 
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in 



V +0 



). (2f+l:qw|) 



(2.-+I;), (2.'+|^+J,|), (2«.'+ 

beziehlich übergehen, so erhält man unter Anwendung der Formeln -{A.) 
nnd (Z>.) die allgemeinere Formel: 

2f& [rj] ((2«')) »[ri-\-Q] ((2«')) 9[v + o] ((2«»')) ^V-Q-o] {{2t')) = 

(5(_l)A'=i ^[,-| ((2„)) ^ |-,4.p] ((2t,)) »[s+a] ((2tp)) d[6-(>-a] ((2/)), 

w 

welche die Formel (6.) selbst als speciellen Fall umfasst und zugleich die 

allgemeinste derartige Formel ist. 

Würzburg, 1882. 



17 



132 



Ueber eine Kaumcurve vierter Ordnung und erster 

Species. 

(Von Herrn H, Schroeter in Breslau*).) 



Uer bekannte Satz der Ebene, dass die drei Strahlenpaare, welche 
von einem beliebigen Punkte nach den drei Paar Gegenecken eines voll- 
ständigen Vierseits hingehen, einer Strahleninvolution angehören, lässt er- 
kennen, wenn man die Strahleninvolution zu einer orthogonalen macht, 
dass die drei Kreise, welche über den drei Diagonalen eines vollständigen 
Vierseits als Durchmessern beschrieben werden, durch dieselben Punkte gehen 
müssen oder einem Exeisbüschel angehören, also wie bekannt ist, ihre Mittel- 
punkte in einer Geraden haben u. s. w. Diese Eigenschaft der ebenen 
Figur hat ein Analogon im Räume, wenn man an Stelle der drei Paar 
Gegenecken eines vollständigen Vierseits die drei Paar Gegenkanten eines 
Tetraeders und an Stelle des Kreises ein orthogonales Hyperboloid treten 
lässt. Um diese räumliche Eigenschaft zu erkennen, bedürfen wir nur des 
folgenden ebenfalls bekannten Satzes: 

Gehen durch einen Punkt O des Raumes zwei Paare rechtwinkliger 

Ebenen : 

a und «1, ß und /?,, 

*) Die nachfolgenden Untersuchungen wurden hervorgerufen und weitergeführt 
durch brieflichen und mündlichen Verkehr mit meinem Freunde und früheren Schüler, 
Herrn H. Thieme in Posen, der bereits in seiner Arbeit: „Zur Geometrie des Tetraeders" 
(Schloemilchs Zeitschrift ftlr Math, und Phys. 1882, Heft 1) auf die hier eingehender 
betrachtete Raumcurve vierter Ordnung und erster Species aufmerksam gemacht hat. 
Die Resultate, zu denen jeder von uns auf selbständigem und zum Theil von dem 
andern abweichendem Wege gelangte, waren, soweit sie zusammentrafen, in Ueberein- 
stimmung, ohne dass es sich immer feststellen Hess, wem bei jedem einzelnen Re- 
sultat die Priorität zukäme. Im Einverständniss mit Herrn H. Thieme veröffentliche ich 
meine Darstellung des Gegenstandes, indem ich aber ausdrücklich demselben einen 
gleichen Antheil an der Priorität der Resultate einräume. Die Darstellung schliesst 
sich oft an mein Buch: Theorie der Oberflächen zweiter Ordnung etc., Leipzig 1881, 
an, welches immer mit „Th. d. 0.^ citirt werden soll. 
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80 sind auch die Ebenen: 

[l«/9Mce,/9J] = y und [l«/9,|, la,/9|] =y, 

ein Paar rechtwinkliger Ebenen. 

In der That sind die Durchschnittslinien von aa^ und ßßt mit der 
unendlich-entfernten Ebene e^ zwei Paare conjugirter Strahlen in Bezug auf 
den imaginären Kreis in e^ und bilden zwei Paar Gegenseiten eines voll- 
ständigen Vierecks, von welchem nach Hessen Satz (Th. d. 0. S. 38) daher 
auch das dritte Paar Gegenseiten ein Paar conjugirter Strahlen in Bezug 
auf den imaginären Kreis in «^ sein muss. Wir übergehen den ganz ele- 
mentaren Beweis dieses Satzes, der auch darauf hinauskommt, dass die vier 
Durchschnittslinien : 

|a/3|, |a/^J, \a,ß\, \a,ß^ 

allemal vier solche Strahlen durch D sind, von denen jeder der Höhenstrahl 
des von den drei übrigen gebildeten Dreikants ist. 

1. Ist ein Tetraeder 21©(S© gegeben, und legen wir durch ein Paar 
Gegenkanten desselben: 

I21S3I und leSDI 

ein orthogonales Hyperboloid (Th. d. 0. S. 185), so hat jeder Punkt tc des- 
selben die Eigenschaft, dass die beiden Ebenen: 

[ic^^] und bS®] 

rechtwinklig zu einander sind; denn das orthogonale Hyperboloid wird eben 
erzeugt durch zwei projective Ebenenbüschel, deren Axen |?IS3| und |SS)| 
sind, und deren entsprechende Ebenen normal auf einander stehen. 

Legen wir durch ein zweites Paar Gegenkanten des Tetraeders: 

ISlSI und IS!!)! 

ebenfalls ein orthogonales Hyperboloid, so gilt für die Punkte desselben 
die gleiche Eigenschaft; die gemeinschaftlichen Punkte y beider Hyper- 
boloide, d. h. die Punkte ihrer Schnittcurve , einer Raumcurve C^*^ vierter 
Ordnung und erster Species besitzen daher ausser der vorigen Eigenschaft 
auch noch die, dass die Ebenen: 

[?:2ie] und [58D] 

zu einander normal sind. Aus diesen beiden Paaren von rechtwinkligen 
Ebenen schliessen wir nach dem vorigen Satze (s. 0.) auf ein drittes Paar, 
indem wir die Durchschnittslinien ermitteln: 
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I ümi [52ie] I = I ^21 1 ; I [52193], b53©] | = U93 1 ; 
|bSS)],[jp33S)]| = |fS)|; IfeSS)], [?2ie]| = |?:e|; 

im. l?S)|] = baS)]; [!^-S3|, l?e|] = [?53e]; 

folglich müssen auch die Ebenen: 

b2lS)] und [ySB®] 

zu einander rechtwinklig sein, d. h. 5 muss auf einem orthogonalen Hyper- 
boloid liegen, welches durch das dritte Paar Gegenkanten: 

12(^1 und I93SI 

des Tetraeders gelegt werden kann, d. h. 

Legt man durch jedes der drei PcMr Gegenkanten eines Tetraeders ein 
orthogonales Hyperboloid, so gehören diese drei Hyperboloide einem Büschel 
an, d. h. sie schneiden sich in derselben Raumcurve C^*^ vierter Ordnung und 
erster Spedes. 

Dieser Satz lässt sich auch so aussprechen: 

Der Ort eines Punktes^ von welchem aus gesehen jedes der drei Paar 
Gegenkanten eines gegebenen Tetraeders unter einem rechten Winkel erscheint 
Cd. h. in zwei rechtwinkligen Ebenen liegt), ist eine Raumcurve C^*^ vierter 
Ordnung und erster Spedes. 

Eine charakteristische Eigenschaft dieser Raumcurve C^*^ besteht ihrer 
Entstehung gemäss darin: 

Jede Ebene, welche auf einer der Kanten des Tetraeders normal steht, 
begegnet unserer Raumcurve C^^^ in vier Punkten eines Kreises; es^ giebt also 
sechs Stellungen für eine solche Ebene, welche der Raumcurve (?*^ in vier 
Punkten eines Kreises begegnen soll. 

Von der Raumcurve C^*^ kennen wir unmittelbar die vier Ecken 
2133S3) des Tetraeders, welche offenbar der C^*^ angehören; es lassen sich 
aber noch andere Punkte derselben ermitteln und andere Hyperboloide, welche 
durch C^*^ gehen. 

Fällen wir aus den Ecken des Tetraeders die Perpendikel auf die 
gegenüberliegenden Seitenflächen (Höhen) und bezeichnen die Fusspunkte 
derselben durch 

a, B, c, b, 

so dass \%a\ das aus der Ecke Sl auf die Seitenfläche 193^^1 herabgelassene 
Perpendikel dieselbe in a trifft, dann folgt, weil \%a\ eine Normale der 
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Ebene [S5(S3)] ist, dass jede darch dieselbe gelegte Ebene auf [58(52)] recht- 
winklig stehen mnss; daher sind 

[SBSla] und [£3)95] 

normal zu einander und schneiden sich daher in einer Geraden |93a|, welche 
dem ersten orthogonalen Hyperboloid angehören muss, d. h. eine Erzeugende 
der zweiten Regelschaar ist, während 18311 der ersten angehört. In gleicher 
Weise gehören |Sa| und |(52l| den beiden Regeischaaren des zweiten, |2)a| 
und 12)211 den beiden Regeischaaren des dritten orthogonalen Hyperboloids 
an. Die Raumcurve C^*^ geht also durch a und wir schliessen: 

Die Fusapunkte aBcb der Höhen des Tetraeders 21SS2) liegen auf der 
Ranmcurre C^*\ Die vier Geraden: 

lafcl, ISBal, ISbl, I2)c| 

gehören einer Regelschaar des orthogonalen Hyperboloids an, welches durch 
die Gegenkanten |2lSi und |(S2)I des Tetraeders gelegt werden kann; ebenso 
gehören 

isici, leai, isbi, m\ 

einer Regelschaar des zweiten orthogonalen Hyperboloids an, welches durch 
die Gegenkanten iSlSI und 1 932)1 des Tetraeders gelegt werden kann; endlich 

gehören 

I2lb|, |2)a|, |93c|, m\ 

einer Regelschaar des dritten orthogonalen Hyperboloids an, welches durch die 
Gegenkanten 1 2(2)1 und |93(S| des Tetraeders gelegt werden kann. 

Wir wollen die drei orthogonalen Hyperboloide in der von uns ge- 
wählten Reihenfolge 

HP\ HP, HP^ 

nennen; bemerken wir nun, dass die Ebene [2l95fc] auf der Ebene [(52)21] 
normal steht, weil jene durch eine Normale dieser geht, so sehen wir, dass 
die Schnittlinie beider Ebenen eine Erzeugende des Hyperboloids Hi'^^ ist; 
die Ebene [2193B] enthält aber ausser dieser Erzeugenden auch die Er- 
zeugende [2133], und da beide sich in 21 begegnen, so ist die Ebene [218S] 
die Berührungsebene im Punkte 21 am Hyperboloid Äj'^; wir sehen also, 
dass die durch 1 21331 zur Ebene [S2)2l] normal gelegte Ebene [2133B] die 
Berührungsebene des Hyperboloids Jff/'^ im Punkte 21 ist, und in gleicher 
Weise, dass die durch 1 21S | normal zur Ebene [332)21] gelegte Ebene [2lSc] 
die Berührungsebene des Hyperboloids HP im Punkte 21 ist; die Schnitt- 
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linie beider Ebenen [21336] und [?lSc] ist also die Tangente der Raumcurve 
C^*^ im Punkte 21 und muss daher auch in der Ebene [2l2)b] liegen, was 
auch an sich klar ist, weil die drei Ebenen: 

[2l93fc] [2iec] [2lS)b] 

diejenigen sind, welche sich in dem Dreikant 1 21831, |21SI, |815D| durch je 
eine Kante normal zur gegenüberliegenden Seitenfläche legen lassen und 
die sich bekanntlich in dem Höhenstrahle des Dreikants schneiden. 

Wir haben also folgendes Ergebniss: 

In jeder Ecke des Tetraeders schneiden sich drei Seitenflächen des- 
selben und bilden ein Dreikant; der Höhenstrahl dieses Dreikants ist die 
Tangente der Raumcurve C^*^ in dieser Tetraederecke. 

Es schneiden also die je drei Ebenen: 

[2133S] [2iec] [2l2)b] in der Tangente t^, 

[ma] [mc] [Ö35b] „ „ „ f«, 

[ma] [S836] [SSDb] „ „ „ t^, 

[SD2la] [5DS36] [2)Sc] „ „ „ t^. 

Wir wissen ferner, dass die vier Höhen eines Tetraöders vier Elrzeugende 
derselben Regelschaar eines gleichseitigen Hyperboloids sind (Th. d, 0. S. 205), 
welches wir das Höhenhyperboloid H^"^^ nennen wollen; da nun (« den drei 
Höhen |S36|, |Sc|, |2)b| begegnet, so ist *« eine Erzeugende der andern 
Regelschaar des Höhenhyperboloids ; es gehören also die vier Höhenstrahlen 
t^t^tgt^ dem gleichseitigen Höhenhyperboloid und zwar einer Regelschaar 
desselben an. Das Höhenhyperboloid H^'^^ enthält aber ausser den vier 
Tangenten /«/«/(^Z^) der Raumcurve C^*^ auch die vier Höhenfusspunkte aBcb; 
da es also 12 Punkte mit der Raumcurve C^*^ gemein hat, so geht es durch 
die ganze Raumcurve, und wir schliessen : 

Das gleichseitige Hyperboloid H^^^, auf welchem die vier Höhen des 
Tetraeders liegen, geht durch unsere Raumcurve C^^\ und diese erscheint daher 
auch als die Schnittcurve eines orthogonalen und eines gleichseitigen Hyper- 
boloids, 

Legen wir durch den Höhenstrahl f« und die Höhe |2[a| des Te- 
traeders eine Ebene, d. h. die Bertthrungsebene im Punkte 21 am Höhen- 
hyperboloid H^^^y SO muss das Linienpaar (« und |2la| die vier Durch- 
schnittspunkte dieser Ebene mit der Raumcurve C^*^ enthalten, von denen 
zunächst zwei in den Berührungspunkt 21 der Tangente f« hineinfallen, der 
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dritte ist a; der vierte aber kann weder auf der Geraden |2la| noch auf 
tfi ein anderer sein, als der Punkt S selbst, weil sonst die C^*^ zerfallen 
würde, indem eine Gerade drei Punkte von ihr enthielte. Da mithin der 
vierte Schnittpunkt in 31 hineinfällt, so ist die Ebene [/«a] die Schmiegungs- 
ebene der C^*^ im Punkte 21 und enthält also in 21 drei zusammenfallende 
Punkte der Raumcurve, in a den vierten Schnittpunkt Wir schliessen: 

Die Berühi-ungsebenen am Höhenhyperboloid in den Tetraederecken sind 
die Schmiegungsebenen unserer Raumcurve C^*^ in diesen Punkten; sie werden 
bestimmt durch die von jeder Ecke ausgehende Höhe (des Tetraeders) und 
den von ihr ausgehenden Höhenstrahl (des Dreikants). 

Wir bezeichnen diese Schmiegungsebenen : 

Wir bemerken noch, dass die Raumcurve C^*^ durch die acht Punkte 
2lS!3S®aScb vollständig und eindeutig bestimmt wird, d. h. dass diese acht 
Punkte keine Gruppe von acht associirten Punkten derselben bilden; denn 
sonst müsste jede Oberfläche zweiter Ordnung, welche durch sieben von 
ihnen geht, auch durch den achten gehen (Th. d. 0. S. 704); da aber die 
vier Punkte 2l©Sb in einer Ebene liegen, so müssten auch die vier übrigen 
Punkte abcS) in einer Ebene liegen, was offenbar nicht der Fall ist. Es 
muss daher jede Oberfläche zweiter Ordnung, welche durch die acht Punkte 
2lS3S2)afccb hindurchgeht, die ganze Raumcurve C^*^ enthalten und dem durch 
sie bestimmten Flächenbüschel angehören. 

2. Wir gelangen zu neuen Punkten der Raumcurve C^*\ indem 
wir bemerken, dass zu irgend sieben von den acht bekannten Punkten 
2l53S5Da6cb allemal ein nothwendiger achter Punkt gehört, durch welchen 
sämmtliche Flächen zweiter Ordnung hindurchgehen müssen, die durch die 
ersten sieben Punkte gehen; durch einen solchen achten Punkt muss daher 
auch unsere C^*^ gehen. Nehmen wir z. B. die sieben Punkte: 

21 SB e 5D fc c b, 

so ist der nothwendige achte Punkte linear und in unserem Falle sehr ein- 
fach zu construiren; denn da 2l93Sb in einer Ebene liegen, so muss der 
gesuchte Punkt in der Ebene [ÜDfcc] liegen; da aber auch 2lS32)c in einer 
Ebene liegen, so muss der gesuchte Punkt auch in der Ebene [SSb] und 
endlich auch in der Ebene [SBcb] liegen, weil die vier Punkte 2lSJ)b in 
einer Ebene liegen ; folglich ist der gesuchte Punkt der Durchschnittspunkt 
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der drei Ebenen: 

([83cb], [Ebb], [S)bc]) = 8t,. 

Wir erhalten demgeraäss vier neue Punkte: 

2t, = ([95cb], [Sbfc], [©fcc]), 

53t = ([Sba], [!Dac], [?lcb]), 

(£. = ([®aS], [SHbb], [S5ba]), 

2)i = ([aSc], [93ca], [Eafc]), 

welche auf der Raumcurve C^^^ liegen, oder was dasselbe sagt, wir haben 
auf C^*^ vier Gruppen von je acht associirten Punkten: 

?lS3eS)2tiBcb , ?l8eS)33,cba , 2l8eS)eaba6 , 2l53SS)3),a6c. 

Weil die vier Geraden: 

m\, |93a|, iSbl, lS)ci, 

einer Regelschaar des orthogonalen Hyperboloids HP angehören, so wird 

die Schnittlinie der beiden Ebenen: 

|[6cS)], [bbS]', 
welche identisch ist mit 

Ib2tj, 

der andern Regelschaar desselben Hyperboloids angehören müssen, folglich 

auch der Erzeugenden der ersten Regelschaar |a95| begegnen müssen, d. h. 

die vier Punkte: 

21, 35 a b 

müssen in einer Ebene liegen; in gleicher Weise erkennen wir, dass die 

vier Punkte: 

2li e a c 
in einer Ebene liegen, so wie 

?t, 2) a b 

in einer Ebene; der vorige Punkt 21, erscheint daher auch als in den drei 

Ebenen liegend: 

[53ba], [Sca], [2)ba], 

welche sich in der Geradien |a2t,| schneiden; wir erhalten auf diese Weise 
vier Schnittlinien von je drei Ebenen: 

Ia2t,| = ;[33ba], [Sca], [2)ba]| 

|b93,l = i[2lab], [Scb], [2)bb]| 

|cS,| = |[2lac], [SBbc], [2)bc]| 

|bS)J = ![2lab], [S8bb], [ecb]| 
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und diese vier Geraden sind offenbar Erzeugende der zweiten Regelschaar 
des Höhenhyperboloids, weil sie sämmtlieh den vier Tetrafe'derhöhen |2la|, 
IS36I, |Sc|, |2)bl, welche der ersten Regelschaar angehören, begegnen. 
Wir haben also auf dem gleichseitigen Höhenhyperboloid H^'^^ je vier Er- 
zeugende der beiden Regelschctaren : 

a2l|, ISS3I, kei, Ib3)l, 
aaj, IS83J, IcSJ, |t>a)il. 

Auf dem orthogonalen Hyperboloid H[^^ liegt, wie wir soeben gesehen 
haben, die Gerade 1 62li I ; in gleicher Weise erkennen wir , dass auf ihm 
auch die Gerade laSJ und ebenso auch |c3)il und IbSJ liegen müssen. 

Wir haben also auf dem orthogonalen Hyperboloid HP die Erzeugenden 
der beiden Regeischaaren: 

a33|, 16211, Ic2)|, IbSI, 

a53,l, m,\, |c3)il, IbSJ, 121331, |SS)|, 

auf dem orthogonalen Hyperboloid HP die Erzeugenden der beiden Regel- 
schaar en : 

laSI, Ic2li, 162)1, Ib93|, 

laSJ, Ic2lj, |62)J, IbSBJ, |2ie|, |S3S)|, 

und auf dem orthogonalen Hyperboloid HP die Erzeugenden der beiden Regel- 

schaaren : 

Ia2)|, |b21|, |6e|, |c53i, 

|a3)J, |b2lj, I6SJ, |cS3,|, |213)|, |S3g|. 

Wenn zwei Tetraeder ehie solche Lage im Räume haben, dass die Ecken 
des einen mit den Ecken des andern verbunden vier Gerade liefern, die 
einer Regelschaar eines Hyperboloids angehören, so wollen wir sagen, die 
beiden Tetrafe'der haben hyperboloidische Lage; mit dieser Bezeichnung dürfen 
wir das vorige P>gebniss in folgender Weise aussprechen : Die beiden Te- 
traeder 2153S3) und a6cb haben gleichzeitig auf vierfache Weise hyperboloidische 
LagCy nämlich wenn wir die entsprechenden Ecken der beiden Tetraeder 
unter einander stellen, auf folgende Weise: 

2123S3), 2lS3Sa), 2(23(SS), 21ÖS2), 
a6cb, 6abc, cba6, bc6a, 

und in ähnlicher Art haben auch die beiden Tetraeder 2l,^jSi^i und a6cb 
gleichzeitig auf vierfache Weise hyperboloidische Lage^ nämlich: 

18* 
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2l»33.(£,2), , a.53,e,2),, 21,59,(5,35,, 9l.99,e,3),, 
a B c b, B a b c, c b a B, b c B a; 

die Verbindungsstrahlen entsprechender Ecken gehören in dem ersten FaUe 
der einen, in dem andern Falle der iweiten Regelschaar derselben Hyper- 
boloide an, nämlich des gleichseitigen und der drei orthogonalen Hyperboloide. 
Fassen wir im Ganzen die zwölf Punkte auf: 

2153(52), aBcb, ?l,55.e.3)., 

so bieten sie die eigenthümliche Configuration im Räume dar, dass sie zu je 

vier in den 28 Ebenen liegen: 

2imb, 

23e:3)a, 

e2)2lB, 

2)2lS3c, 

2tBc2)„ ©cbSr,, (5ba53,, ®aBe„ 

53ca2),, (5bB2(,, 2)ac55,, 2lBb©,, 

eoB2),, 2)cBSl,, acbS,, »ba©,, 

SlaB53„ Stac®,, Slab3)„ 

S3Bc(5,, SBBb2),, SBaW,, 

gcb2),, (Sca«,, 6cB55,, 

^baSt,, S)bBS3,, S5bc®,. 

Da diese zwölf Ponkte auf der Raumeurve C^*^ liegen und immer je zwei- 
mal vier Punkte, in welchen zwei Ebenen eine Raumeurve vierter Ordnung 
und erster Species durchschneiden, eine Gruppe von acht associirten 
Punkten bilden, weil das Ebenenpaar als eine Fläche zweiter Ordnung 
aufgefasst werden kann, so haben wir nach dem Obigen folgende Gruppen 
von je acht associirten Punkten auf unserer C^*^: 

a6cb2t532l,S3,, aBcbSl53(5i3), , 

aBcb 2t(52(,e:,, aBcbSCgSB.S),, 

aBcb2t^2t,3),, aBcbSttS)».©,, 

aBcb ©eSö.e, , aBcbe^Sr.ö, , 

aBcb535)53x3), , aBcb^ö^St,®, , 

aBcb e2)(5,3), , aBcbSB(52(,2)i , 
welche zu den vorhin angegebenen vier Gruppen (s. o. S. 138) hinzutreten. 
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Es gehören die Geraden: 
1 8tS3i I 1 938ti i i eS)i I 1 2)®! I der einen Regelschaar j ^.^^^ ^ 

I a 6 1 I c b I der andern Regelschaar ( ^^ ^^ ' 

I2te,| leSli; I3)93il !S33)il der einen Regelschaar 1 . ^^ ^ , .. ^^ 

I icwi ^ ^ o 1 u > eines Hyperboloids ßr% 

I a c 1 I b b I der andeni Regelschaar ) "^ ^ ^ ' 

I8t3)i| |3)Slil iSej iSSi! der einen Regelschaar! . „ x. , •:, ^m 
iwiti j j T>ii. > eines Hyperboloids ©r\ 

I a b I I b c I der andern Regelschaar | "^ ^ 

12181,1 I9393il ie(£ii' |S)S)il der einen Regelschaar 1 . ^^,^ 

fa 'b *c 'b der andern Regelschaar! 

an, fiwrf rfte t?ter Hyperboloide ^^'^^ ^{^^ ^^^^ ^P gehen durch unsere Raum- 
curve C^*\ Diese vier neuen Hyperboloide hängen in ähnlicher Weise 
unter einander zusammen, wie die früheren Ä^'^ Äf'^ H^^^ HP^ indem sie 
zeigen, dass auch die beiden Tetraeder $($@^^ und $(iS3i@^i^ gleichzeitig auf 
'vierfache Weise hyperboloidische Lage haben , nämlich, wenn wir die ent- 
sprechenden Ecken der beiden Tetraeder unter einander stellen, auf fol- 
gende Weise: 

21S5(£S) 2l93e;2) 2193S3) 2193S;3) 

21,33,(5,2), 93,2l,S),e, S,3),2l,©, 3)ie,8,2l|. 
Noch in anderer Weise zeigen die betrachteten zwölf Punkte im Räume 
eigenthümliche Configurationen. Betrachten wir z. B. die Gruppe von acht 
associirten Punkten der Raumcurve C^*^: 

a b c b 21 35 S, 5,, 
so erkennen wir, da>ss dieselben auf vier verschiedene Arten in Ebenenpaare 
zu je vieren vertheill werden können, nämlich: 



SltcS), 8l6b(£, Slace. 


2tab^, 




Sab©, i S3acS), , S6b^, 


SBbcS. . 




und dieses Resultat, auders ausgesprochen, lautet so: 




Die beiden Tetraeder: 




2(tb3), und 55oce, 




sind einander gleichseitig ein- und umbeschrieben. (Vgl. 


Th. d. 0. S. 293.) 


Denn in der That liegt 




die Ecke in der Ebene und die Ecke iu 


1 der Ebene 


St [oce.] sö 


[bb2),] 


b [See,] a 


[Slb3),] 


b [So©,] c 


[SlbS),] 


3). [acS] 


e» 


[bbSIt] 



Schroeter, über eine Raumcurve vierter Ordnung und erster Species. 143 



und aus denselben acht associirten Punkten der Raumcurve können wir 
nicht bloss dies eine, sondern vier Tetraederpaare derselben eigenthttmlichen 
Lage herstellen, nämlich: 

Wir erhalten daher, wie leicht zu sehen ist, im Ganzen 24 solche Tetraeder- 
paare, die sich in folgender Weise zusammenstellen lassen zu drei Gruppen: 



abb2), 


and 


SocSi , 


abc6, 


und 


S3ob3). , 


2loc®i 


und 


53bbS,, 


SlobS, 


und 


5Bbc35,. 



(I.) 



Stbcß, 

l3B_ab% 
ä bb©, 

SBbbg. 
21 ab 6, 
33 bcS). 
2l.bc6 
SB.abS) 
a.bbS) 
fß.acd 
"3l,ac5) 

as.bbg 

a.abß 

was.bcS) 



(IL) 



,8t cbSS, 
!6 abg). 
,a cbS), 
I g abS. 
i9l abJD, 
16 cbS, 
iSl ab», 
' 6 cb5). 
a. cbS8 
tg, ab<D 
iSt. cb© 
Ig.aba3 
»a.ob® 

,a,abS 

16, cb© 






(in.) 



, Sl bb», 

' 3) ac6, 

3lbc6, 

l <D abS , 

Stabe, 

g)bciB, 

("St adB, 

< 5)bb6, 

3t, bb» 

5),ac6 

|(9t,bc6 

l< g).abS 

'st, ab 6 

Sl.aciB 
t),bba 






3. Zwei Tetraeder, die einander gleichzeitig ein- und umbeschrie- 
ben sind, besitzen eine leicht erweisbare, aber, wie es scheint, bisher noch 
nicht bemerkte Eigenschaft, die sich so aussprechen lässt: Lassen wir einer 
Ecke des ersten Tetraeders, welche in einer Seitenfläche des zweiten liegt, 
diejenige Ecke des zweiten Tetraeders entsprechen, in welcher sich die 
drei übrigen Seitenflächen desselben schneiden; und ebenso entspreche einer 
Seitenfläche des ersten Tetraeders, welche durch eine Ecke des zweiten 
geht, diejenige Seitenfläche des zweiten Tetraeders, welche die drei übrigen 
Ecken desselben enthält; dann gilt der Satz: 

Hat man ztcei einander gleichzeitig ein- und umbeschriebene Tetraeder^ 
so sind die vier Verbindungslinien entsprechender Ecken und die vier Schnitt- 
linien entsprechender Seitenflächen acht Gerade im Räume , welche von den- 
selben zwei Geraden getroffen werden können, d. h. die beiden Geraden, 
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welche vieren von jenen acht Geraden begegnen (die nicht hyperboloidische 
Lage haben), müssen auch den vier übrigen begegnen. 

Wir wollen diesen Satz unabhängig von der bisherigen Bezeichnung 
für sich beweisen. 

Es seien: 

abcb und QibiCibi 

die beiden Tetraeder, welche einander gleichzeitig ein- und umbeschrieben 
sind, d. h. wenn wir die Seitenflächen derselben bezeichnen : 

[cba] = /?, [ Cibitti] = /?! , 
[bab]=y, [biaibi]=yi, 

[abc] = (T, [aibiCi] = (y|, 

so liegt 

Qi in a und a in ai, 

bi - /? - b - /?„ 
Ci - y - c - yi, 

bi - rf - b - ^1, 

d. h. wir haben achtmal je vier Punkte in einer Ebene: 

aj) c b, a biCibi, 

a biC b, ajb c^bi, 

a b Cib, aibiC bi, 

a b c bi, ttibiCib. 

Betrachten wir daher die vier Geradenpaare: 

labj, IbaJ, IcbJ, IbcJ, 

labl, IttibJ, leb I, Icjibil, 

so sehen wir, dass jede Gerade der einen Reihe jeder der andern Reihe 
begegnet; also gehören dieselben den beiden Regeischaaren eines Hyper- 
boloids an, und es werden auf irgend zwei Geraden der einen Regelschaar 
durch die vier Geraden der andern Regelschaar zwei projective Punktreihen 
ausgeschnitten. Wir haben demnach auf den beiden Trägem | ahi\ und I bai 
die beiden projectiven Punktreihen: 

a, b„ (abi, cb), (ab^, cM, 

b, ai, (btti, cb), (btti, CibJ, 
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oder durch die zulässige Vertauschung der Elemente: 

a, bi, (abi, cb), (abi, c^bi), 
ai, b, (bai, CibO, (ba„ cb). 

Die Verbindungslinien dieser vier Paare entsprechender Punkte haben daher 
auch hyperboloidische Lage. Nun enthält aber die Schnittlinie der Ebenen : 

|a«i| = |[aibcb], [abiCibJI 

sowohl den Schnittpunkt (Qib, Cibi) als auch den Schnittpunkt (abi, cb), und 
die Schnittlinie der Ebenen: 

I/5AI = |[ab,cb], [a,bc,bj| 

enthält sowohl den Schnittpunkt (abi, Cibi) als auch den Schnittpunkt (aib, cb), 
folglich haben die vier Geraden: 

laaj, Ibbil, |aail, I/3/3J 
hyperboloidische Lage. 

In gleicher Weise erkennen wir, dass auf den Trägem | cb | und | Cibi I 
die Punktreihen projectiv sind: 

(cb, abi), (cb, ha^), c, b, 

(Cib„ abi), (Cibi, btti), bi, c„ 
oder nach Vertauschung der Elemente: 

(cb, abi), (cb, baj, c, b, 

(Cibi, baO, (c,bi, abi), Ci, bi, 
folglich haben auch die vier Geraden: 

laail, \ßßi\i IcCil, Ibbil 

hyperboloidische Lage. Die beiden Hyperboloide, welche durch je ein 
Quadrupel von vier Geraden: 

laail, \ßßi\, laail, |bb,|, 

|a«il, \ßßi\, Iccil, IbbJ 

gelegt werden können, haben die beiden Erzeugenden einer Regelschaar 
I aai I und I ßßi | gemeinschaftlich, folglich im Allgemeinen noch zwei Gerade 
g gf der andern Regelschaar (welche auch imaginär sein können). Dies 
sind die beiden Geraden, welche gleichzeitig den vier Verbindungslinien: 

laaj, Ibbil, icc.l, IbbJ 

begegnen, und von welchen wir nunmehr bewiesen haben, dass sie auch 
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den beiden Schnittlinien: 

|aa,| und \ßßi\ 

begegnen müssen ; in ganz gleicher Weise geht hervor, dass g g' auch den 
Schnittlinien : 

begegnen müssen, folglich begegnen g g' allen acht Geraden, was der zu 
beweisende Satz ist. 

(Der noch denkbare Fall, dass die beiden Hyperboloide, welche 
durch die Geraden-Quadrupel bestimmt sind: 

l««il, \ßßi\, laail, IbbJ, 
l««il, \ßßi\, IccJ, IbbJ, 
identisch wären, also eine ganze Regelschaar den sechs Geraden: 

l««J, \ßß,\, laaj, IbbJ, IccJ, IbbJ, 

und in gleicher Weise noch den beiden Geraden I yy J , I <J^i I begegnete, er- 
weist sich als unzutreffend; denn es ist schon klar, dass z. B. die vier 
Geraden : 

laaj, IbbJ, Iccil, IcJcJJ 

nicht hyperboloidische Lage haben, weil sonst jede Gerade, die dreien von 
ihnen begegnet, auch der vierten begegnen müsste. Die Gerade |ab| be- 
gegnet nun den dreien j aa J , j bb| | und I <J<J J , weil sie in der Ebene d lieg^ 
|ab| begegnet aber nicht |ccj; also ist die gemachte Annahme unzulässig.) 
Nach dem Beweise dieses Satzes kehren wir zu den Betrachtungen 
am Schlüsse von No. 2 zurück. Von den 24 Tetra'ederpaaren, die dort auf- 
traten, ist das der Gruppe (I.) angehörige erste: 

81 b c ($1 

33 a b 3)i, 

zwei Tetraeder, die einander gleichzeitig ein- und umbeschrieben sind und 
deren entsprechende Ecken unter einander stehen. Die vier Schnittlinien 
entsprechender Seitenflächen und die vier Geraden: 

181331, |ab|, Icbl, |(£,3)J 

müssen nach dem vorigen Satze von denselben zwei Geraden g g' getroffen 
werden. 

(Dass die vier Geraden 1 8153 1 , I ab |, I cb I , I (£ i3)i j nicht hyperboloidische 
Lage haben, ist in unserem Falle a priori ersichtlich, denn sonst mttsste 
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die Gerade I ®iS) I , welche den drei Geraden | ®i3)i I I ab I I cb I begegnet, auch 
der vierten | Wß I begegnen, oder es mttssten (SiSlS^ in einer Ebene liegen, 
in welcher auch c liegt; es mttsste daher |@^iC| auch IStSI begegnen, oder 
@^icStS in einer Ebene liegen, in welcher mithin auch a und b läge, d. h. 
8la und S3b begegneten sich, was im Allgemeinen nicht der Fall ist.) 

Betrachten wir nun in der Gruppe I. von No. 2 die vier ersten Te- 
traederpaare, so sehen wir, dass die Verbindungslinien entsprechender Ecken 
bei allen vieren dieselben Geraden: 

I81S3I, labl, Icbl, l®iS)il 

sind, während bei den übrigen vier Tetra'ederpaaren der Gruppe I. die Ver- 
bindungslinien entsprechender Ecken die vier Geraden sind: 

I«i8il, labl, Icbl, ieS)|. 
Es zeigt sich nun, dass die vier Geraden: 

labl, Icbl, l«S3|, |«,83J 

hyperboloidische Lage haben und ebenfalls auch die vier Geraden: 

labl, Icbl, l®S)|, l©xS)il 

hyperboloidische Lage haben, woraus folgt, dass alle sechs Geraden: 

I81S3I, l®S)l, labl, Icbl, |8liS3J, |®,®,| 

von denselben beiden Geraden g g' getroffen werden. 
In der That haben die vier Geraden: 

labl, Icbl, l«8|, ISliöJ 

hyperboloidische Lage, denn erstens begegnet die Gerade I8l8i| allen vieren, 
zweitens auch die Gerade |S38lil; sobald wir also noch von einer dritten 
Geraden nachweisen können, dass sie allen vieren begegnet, ist ihre hyper- 
boloidische Lage erwiesen. Es ist aber leicht zu sehen, dass die drei 
Ebenen : 

[cab], [c8l83], [c2t|33J 

sich in einer Geraden schneiden, welche offenbar allen vieren begegnen 
muss. In der That, legen wir die Ebene: 

[a«8,] = £, 

welche den Punkt b enthält, und bezeichnen wir die Schnittpunkte: 

(cb, B) = b, (c33, B) = «', (c8l„ 6) = 8', 

19* 
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SO sind in der Ebene b die beiden Dreiecke: 

a 81 ©I 

offenbar in perspectiver Lage, weil die drei Schnittpunkte entsprechender 

Seiten : 

(a2t, b8l'), (aöi, bö'), (8l55i, «'©') 

in einer Geraden liegen; denn verbinden wir diese drei Punkte mit c, so 
erhalten wir die drei Geraden: 

|c®J, lcS)|, Icbl, 

welche, wie wir wissen, in einer Ebene liegen, deren Schnittlinie mit e 
eben diejenige Gerade ist, in welcher jene drei Schnittpunkte entsprechender 
Seiten sich befinden; aus der perspectiven Lage der beiden Dreiecke: 

a 81 ©1 

b 81' 33' 

folgt aber, dass die Verbindungslinien entsprechender Ecken: 

labl, |8l8l'l, löxö'l 

durch einen Punkt laufen, also, wenn wir diese drei Geraden mit dem 
Punkte c verbinden, die drei Ebenen: 

[cab], [c8l8l'] = [c8l33], [cöi©'] = [c8l,8,] 

sich in einer Geraden schneiden müssen, q. e. d. 

Da wir nun bewiesen haben, dass die sechs Geraden: 

I8l©l, |(£3)|, labl, Icbl, |8li2),|, |(£xS)xl 

von denselben beiden Geraden g g' getroffen werden, so folgt aus dem oben 
bewiesenen Satze, dass auch die Schnittlinien entsprechender Seitenflächen 
der sämmtlichen acht Tetraederpaare von Gruppe I. von g g' getroffen 
werden müssen. Suchen wir diese Schnittlinien entsprechender Seitenflächen 
auf, so stellen sich nur folgende acht verschiedene Geraden heraus: 

[81 ac], [33 bb] \ = k, | [81 ab], [8bc] | = &', 

[©ac], [8lbb]! = /, |[S3ab], [8lbc]| = /', 

[(£ ac], [2)bb] | = m, | [S)ab], [(£ bc] | = m', 

I [S)ac], [© bb] I = n, I [® ab], [S)bc] | = »', 

von denen kk'W die Durchschnittslinien entsprechender Seitenflächen bei den 
ersten vier Tetraederpaaren, dagegen mm'nn' die Durchschnittslinien ent- 
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sprechender Seitenflächen, bei den übrigen vier Tetra'ederpaaren der Gmppe I. 
sind, und wir sehen, dass das Geradenpaar gg' gleichzeitig den vierzehn 
Geraden begegnen muss: 

18181, l®3)|, labl, Icbl, |8l,S3J, |®iS)i|, &, &', /, r, m, m', n, n'. 

Das Geradenpaar gg ist aber schon dadurch eindeutig bestimmt, dass es 
gleichzeitig den vier Geraden: 

|21S3|, |(£3)|, labl, |cb| 

begegnen soll; denn diese vier Geraden haben, wie leicht zu sehen ist, 
nicht hyperboloidische Lage. 

(In der That, hätten diese vier Geraden hyperboloidische Lage, so 
müsste die Gerade |2l©i|, welche den drei Geraden: |ab|, |cb|, |21S3| be- 
gegnet, auch der vierten |(£3)| begegnen, d.h. 2133 ,®2) müssten in einer 
Ebene liegen, in welcher dann auch nothwendig b und c und b enthalten 
wäre; es mttssten sich also |(£c| und |^b| begegnen, was beim allgemeinen 
Tetraeder nicht der Fall ist.) 

Das Resultat der vorigen Untersuchung stellt sich hiemach folgender- 
massen heraus: 

Die acht Tetraederpcuxre der Gruppe L (No. 2J haben eine derartige 
Lage im Räume, dass sowohl die (sechs) Verbindungslinien entsprechender 
Ecken, ab auch die (acht) Schnittlinien entsprechender Seitenflächen sämmt- 
lich von einem und demselben Geradenpaar gg' getroffen werden. Dieses 
Geradenpaar gg* ist schon dadurch vollständig und eindeutig bestimmt, dass 
es gleichzeitig den vier Geraden: 

\m\, |®I)|, |ab|, lcb| 

begegnet. 

4. Die Bedeutung des Geradenpaares gg' für unsere Raumcurve C^*^ 
erkennen wir aus der Eigenschaft, dass gg' den Geraden (No. 3) 

k, k', l, l', m, m', n, n 

gleichzeitig begegnet 

Betrachten wir nämlich die acht Geraden: 

Sttal, |8b|, |cS)x|, |b®,|, 

2lb|, |S3a|, |c®,|, |b3),|, 

so erkemien wir, dass jede der einen Reihe jeder der andern begegnet, 
dass sie also den beiden Regeischaaren eines Hyperboloids H^'^ angehören. 
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Auf diesem Hyperboloid haben wir zuerst die Seiten eines wind- 
schiefen Vierseits: 

ISlal, |Sbl, lc®.|, IbSD.I, 

welches gleichzeitig auf dem Höhenhyperboloid H^^^ liegt Die Diagonalen 
dieses windschiefen Vierseits sind: 

I [aac], [8bb] I = &, I [«ab], [öbc] | = k' 

und bilden ein Paar conjugirter Strahlen für beide Hyperboloide H^^ und 
Ä^'^ (sowie für das ganze Büschel von Hyperboloiden, welches durch die 
vier Seiten des windschiefen Vierseits gelegt werden kann). (Th. d. 0. S. 144.) 
Die beiden Paare von Gegenecken des windschiefen Vierseits sind auf den 
Diagonalen die Doppelpunkte hyperbolischer Punktinvolutionen, welche den 
beiden Hyperboloiden zugehören. Ein beliebiges Paar conjugirter Punkte 
der einen und ein beliebiges Paar der andern Punktinvolution sind allemal 
die vier Ecken eines Tetraeders, welches für beide Hyperboloide gleich- 
zeitig ein Polartetrae'der ist. Solche zwei Hyperboloide H^^ und H^^, die 
ein windschiefes Vierseit gemein haben, besitzen also nicht nur ein gemein- 
schaftliches Polartetraeder, sondern unendlich viele, die aber sämmtlich ein 
und dasselbe Paar Gegenkanten haben (ebenso wie zwei einander doppelt 
berührende Kegelschnitte unendlich viele gemeinsame Polardreiecke besitzen, 
die aber sämmtlich eine Ecke und die Gegenseite gemein haben). 

Zweitens haben wir auf dem Hyperboloid H^^^ die Seiten eines andern 
windschiefen Vierseits: 

|ab|, |S3a|, |c3)r|, tb(£,|, 

welches gleichzeitig auf dem orthogonalen Hyperboloid HP liegt. Die 
Diagonalen dieses windschiefen Vierseits sind: 

|[2lbb], [8ac]| = /, |[abc], [8ab]| = r 

und bilden ein Paar conjugirter Strahlen für beide Hyperboloide H^'^ und HP. 
Es giebt nun im Allgemeinen nur zwei (reelle oder imaginaire) 
Gerade g g', welche gleichzeitig den vier Geraden kk'lt begegnen (dass 
diese nicht hyperboloidische Lage haben, werden wir weiter unten nach- 
weisen). Da es nun zu einer solchen Geraden g nur eine bestimmte con- 
jugirte Gerade in Bezug auf das Hyperboloid H^^^ giebt und diese auch 
allen vieren begegnen muss, so ist sie mit g identisch (Th. d. 0. S. 133.), 
denn es giebt ausser g nur noch die einzige Gerade g', welche allen vieren 
begegnet-, wir schliessen also, dass das Geradenpaar gg' ein Paar conjugirter 
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Strahlen ist für die beiden Hyperboloide H^^^ und Hl^^ gleichzeitig, also 
auch, wie unmittelbar einleuchtet, für sämmtliche Oberflächen zweiter Ord- 
nung, welche durch die Schnittcurve C^*^ der beiden Hyperboloide H^^ und 
H^ hindurchgehen. Wir haben also das Resultat: 

Das Geradenpaar gg' ist ein Paar conjugirter Strahlen für sämmtliche 
Oberflächen zweiter Ordnung des Büschels, welches durch die Raumcurve C^*^ 
gelegt werden kann. 

Es bleibt uns noch übrig nachzuweisen, dass die vier Geraden kk'lF 
nicht hyperboloidische Lage haben, dass es also in der That nur ein 
Geradenpaar gg' giebt, welches allen vieren gleichzeitig begegnet Dies 
lässt sich leicht direct nachweisen, folgt aber auch unmittelbar aus einem 
bekannten Satze, der so lautet: 

Wenn zwei Tetraeder so im Räume liegen, dass vier Verbindungs- 
linien ihrer Ecken hyperboloidische Lage haben, dann müssen auch die vier 
Schnittlinien entsprechender Tetraederflächen hyperboloidische Lage haben *). 



*) Der aDffeftthrte Satz ist in dieser Allgemeinheit zuerst von Herrn 0. Hermes 
(dieses Journal Bd. 56, S. 222) ausgesprochen und analytisch bewiesen worden; es 
möge hier ein einfacher synthetischer Beweis dieses Satzes Platz finden: 

Seien die beiden Tetraeder mit ihren Ecken, Seitenflächen und Kanten: 

abcb, a,b,c,b„ 

[bcb] = a, [cba] = /9, [bab] = y, [abc] = *, [b,c,b,] = ap [c,b,aj = A, ... 

(/?r^ = a, (yÄa) = b, (*«/?) = €, («/?y) = b, (Ay.3,) = a„ (yA«J = 6.. -.. 
|cb| = M, |bb| = |aH, |ab| = |M |c,bJ = |a.Ä|, ... 

|ba| = |y*|, |ca| = |/9Ä|, |bc| = |aa|, IMil = l^*.l, ••• 

Sollen die vier Verbindungslinien: 

(aa.l, l^b.l, |cc.|, |bb.| 
hyperboloidische Ls^e haben, so muss jede Gerade, welche dreien von ihnen begegnet, 
auch die vierte treffen; die Schnittlinie g der beiden Ebenen [abbj und [accj trifft 
|bbj |cc,| und geht durch a, muss also auch |bbi j treffen, d. h. die Ebene [abbj muss 
die Gerade g enthalten oder, was dasselbe ist, die drei Ebenen: 

[abbJ, [accJ, [abbJ 

müssen sich in einer Geraden g schneiden; diese drei Ebenen lassen sich auch so 
schreiben : 

[|y^l.l».]. [1/J5I.C.], [\ßr\A\ 

Betrachten wir nun in der Ebene: 

«1 = [6iC,bJ 

die Durchschnittslinien mit den drei in g sich schneidenden Ebenen, so sind dies drei 
durch einen Punkt :p laufende Strahlen, wenn p den Punkt bezeichnet, in welchem g die 
Ebene a, trifft. Bezeichnen wir daher die Schnittpunkte: 
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Hieraus folgt zugleich umgekehrt, dass, wenn die eine Gruppe von 
vier Geraden nicht hyperboloidisch liegt, auch die andere Gruppe von vier 
Geraden nicht h3T)erboloidisch liegen kann. Nun sind k, k', l, t Durch- 
schnittslinien der entsprechenden Seitenflächen der beiden TetraMer: 

und da die Verbindungslinien entsprechender Ecken: 

|21S5|, |ab|, |cb|, |®x2).|, 

wie wir oben gesehen (S. 146), nicht hyperboloidische Lage haben, so können 
auch k^ k'y l, t nicht hyperboloidisch liegen. 

Da das Geradenpaar gg\ welches den Verbindungslinien |$[ä3| und 
|ab| begegnet, ein Paar conjugirter Strahlen ist in Bezug auf das Höhen- 
hyperboloid J5f^'^, welches durch die Geraden |8la| und |8b| geht, so trennen 
die Treffpunkte von gg mit |21S3| sowohl diese Punkte Ä und © har- 



80 haben wir in der Ebene a, zwei perspectiv liegende Dreiecke: 

VAK 

weil sich |6Jb',[, |c,c',j, |b,b'J in dem Pnnkte )) schneiden. Hieraus folgt, dass die 
drei Dorchschnittspunkte entsprechender Seiten der beiden perspectiv liegenden Drei- 
ecke auf einer Geraden / sich befinden müssen, und diese Oerade / enthält die Punkte: 

(|b.c.|, Ib'.c'.l), Oc.b.l, ic'.b'.l), (|b.b.|, Ib'.b'.l) 

oder 

(\^AV l*«J), (KAI, l/?«J), (Ky.l, |y«,l) 

oder 

(a,5,(J), (jx^ßji {^^r,ry^ 

Dies sagt aus, dass die Gerade / den drei Geraden \ßß^\, \ryx\^ I^^J begegnet, und da 
/ in der Ebene a, liegt, also auch die Schnittlinie |aaj tri£Ft, so trifft / alle vier 
Schnittlinien : 

l««.l, IMI. \nX l«^.|. 

Wir haben also bewiesen, dass, wenn die Gerade g die vier Verbindungslinien: 

|ao.|, lbb.1, |cc.|, Ibb.l 
trifft, die Oerade / die vier SchDittlinien : 

l««.l, \ßßX lyy.l. 1*^.1 

treffen muss. Ebenso wie wir von a ausgehend die Gerade g als Schnittlinie der 
drei Ebenen [abbj, [accj, [abbj gewählt haben und von ihr zur Geraden / gelangt 
sind, können wir von beb ausgehend drei andere Gerade ^, ^\ g"' wählen und von 
ihnen zu den Geraden /', l", V" gelangen, so dass also, wenn g, g^, ^\ g^" den Ver- 
bindungslinien laaj, ... begegnen, l, P, V\ l'*' den Schnittlinien |aa |, ... begegnen 
müssen. Dadurch ist die Abhängigkeit der hyperboloidischen La^e aer einen Gruppe 
von je vier Geraden von der andern Gruppe erschlossen und die Richtigkeit des* obigen 
Satzes bewiesen. 
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moniBch, als auch die Treflfpunkte von gg' mit |ab| diese Punkte a und b 
harmonisch, folglich liegen die vier Geraden: 

|2la|, |95b|, g, g' 

im Räume hyperboloidisch - harmonisch, d. h. die Treffpunkte irgend einer 
Geraden, welche allen vieren begegnet, liegen so, dass die beiden ersten 
durch die beiden letzten harmonisch getrennt werden. 

Da aber das Geradenpaar gg', welches den Verbindungslinien 1 218 1 
und |ab| begegnet, auch ein Paar conjugirter Strahlen ist in Bezug auf das 
orthogonale Hyperboloid firp\ welches durch die Geraden |Slb| und |S5a| 
geht, so liegen auch die vier Geraden: 

\^H |öa|, g, g' 

hyperboloidisch - harmonisch im Räume, was auch eine unmittelbare Folge 

des Vorigen ist. Die Gerade |®®|, welche diesen vier Geraden begegnet, 

muss daher von ihnen in vier harmonischen Punkten getroflfen werden. Da 

andererseits auf der Geraden | d^ \ auch die beiden Punkte d und ^ selbst 

harmonisch getrennt werden durch die Treffpunkte mit gg', so haben wir 

auf |©2)| zwei Punktepaare einer Punktinvolution, deren Doppelpunkte die 

Treffpunkte mit gg' sind. Das Analoge gilt für die Gerade 1 21S5 1 , und wir 

erhalten hieraus zur Bestimmung des Geradenpaares gg' folgende Construction : 

Wenn man auf dem Paar Gegenkanten |218| und |@^^| des Tetraeders 

die beiden Punktinvolutionen ermittelt, welche durch die Punktepaare bestimmt 

werden : 

a und 33, (8183, ®b) und (2195, 2)c), 

® und 2), (©S), 2lb) und (SS), S5a), 

so geht das Geradenpaar gg' durch die Doppelpunkte dieser Punktinvolutionen. 
Hat man umgekehrt die Doppelpunkte dieser beiden Punktinvolu- 
tionen ermittelt, so lassen sich dieselben durch zwei Linienpaare (ausser 
|2193| und |@^S)|) verbinden, und es entsteht die Frage, ob das eine oder 
das andere Linienpaar das Geradenpaar gg' ist. Diese Frage entscheidet 
sich aber leicht, wenn wir bemerken, dass für das orthogonale Hyperboloid 
H\^\ welches durch die Geraden |2183| und |(£3)| geht, das Strahlenpaar gg' 
ein Paar conjugirter Strahlen ist. Haben wir nun ein windschiefes Vier- 
seit, von welchem ein Seitenpaar (|2123| und \^^\) ein Paar Erzeugender 
und das andere Seitenpaar ein Paar conjugirter Strahlen für ein Hyper- 
boloid H[^^ ist, so muss das Diagonalenpaar ein Paar Erzeugender desselben 
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sein, wie aus der Natur des räumlichen Polarsystems unmittelbar hervorgeht 
Haben wir also auf den Geraden |91S| und |@^S)| die Doppelpunkte der 
vorigen Punktinvolutionen ermittelt, so wird das eine sie verbindende Strahlen- 
paar ein Paar Erzeugender des orthogonalen Hyperboloids H[^^ sein müssen, 
und das andere ist das gesuchte Strahlenpaar gg'. 

In ähnlicher Weise kann man das Geradenpaar gg bestimmen durch 
die Doppelpunkte von Punktinvolutionen, welche auf dem Paar Gerader: 

|ab| und |cb| 
unmittelbar gegeben sind. Zunächst sehen wir, weil die vier Geraden: 

hyperboloidisch-harmonisch im Räume liegen, dass die Gerade |ab|, welche 

allen vieren begegnet, in vier harmonischen Punkten von ihnen getroffen 

wird; folglich werden die Punkte a und b harmonisch getrennt durch die 

Treffpunkte der Geraden |ab| mit dem Paare gg\ 

Femer sind für das Hyperboloid ^P^ (No. 2) die Geraden | ÄSi | und 

|S58[i| Erzeugende, die Geraden gg* conjugirte Strahlen, folglich müssen 

die Geraden \W&\ und |2li55i|, welche allen vieren begegnen, in je vier 

harmonischen Punkten getroffen werden, und es liegen daher auch die vier 

Geraden : 

imi, IWI, g, g' 

hyperboloidisch-harmonisch im Räume; diese vier Geraden werden aber von 
|ab| getroffen, folglich werden die beiden Punkte: 

{fxh, 218,) und (ab, 53310 

harmonisch getrennt durch die Treffpunkte der Geraden | ab | mit dem Paare 
gg\ In gleicher Weise liegen natürlich auch die vier Geraden: 

|®S),|, |2)©,|, gy g 

hyperboloidisch -harmonisch im Räume und werden ebenfalls von der Ge- 
raden |ab| getroffen; folglich werden auch die beiden Punkte: 

(ab, ®S),) und (ab, S)®i) 

harmonisch getrennt durch die Treffpunkte der Geraden ( ab | mit dem Paare gg'. 

Wir haben somit auf |ab| drei Punktepaare einer Punktinvolution, 
deren Doppelpunkte die Tre%unkte mit gg' sind, und das Analoge gilt für 
die Gerade |cb|, also können wir den Satz aussprechen: 

Wenn man auf dem Geradenpaar \ ab | und \ cb | die je drei Punktepaare 
ermittelt : 
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a und b; (ab, «SO und {ah, »«J; (ab, (£S)i) und (ab, 3)®!), 
c und b; (cb, SIS,) und (cb, S3«i); (cb, ®2)i) und (cb, 2)®i), 

«0 gehören dieselben je einer Punktinvolution an, und durch die Doppelpunkte 
dieser Punktinvolutionen geht dcts Geradenpatnr gg\ 

Da die Doppelpunkte der Punktinyolutionen durch zwei Strahlen- 
paare verbunden werden können, von denen nur eines das Paar gg' ist, so 
wird, wie vorhin, das andere Strahlenpaar dadurch auszuscheiden und er- 
kennbar sein, dass es sich als ein Paar Erzeugender des Hyperboloids ^P^ 
herausstellt. 

Femer ist es leicht, einzusehen, dass die durch die angegebene Con- 
struction zu ermittelnden Punktinvolutionen sowohl auf dem Kantenpaar 
I $tS3 1 und I @^S) I des ursprünglichen Tetraeders, als auch auf dem Kantenpaar 
|ab| und |cb| des von den Fusspunkten der Höhen gebildeten Tetraeders 
immer gleichartig sein müssen, d. h. entweder beide hyperbolisch oder beide 
elliptisch, und der Fall nicht möglich ist, dass die eine Punktinvolution 
elliptisch, die andere hyperbolisch sei; die Strahlen gg' sind also entweder 
beide reell oder beide imaginär. 

Denn in dem orthogonalen Hyperboloid fiTP^ welches durch die 
Kanten \%^\ und |@^2)| gelegt werden kann, sind: 

|ab|, |S3a|, ISbl, |3)c| 

vier Erzeugende der einen Regelschaar, treffen also die beiden Erzeugenden 
\Wß\ und |®S)| der andern Regelschaar in zwei projectiven Punktreihen; 
also sind die Doppelverhältnisse der je vier Punkte: 

81, 8, (2135, ®b), (?IS5, 3)c), 

(S2), ab), (SS), 8a), S, S) 

einander gleich. Ist also der Werth des einen Doppelverhältnisses positiv, 
so ist es auch der des andern; ist der Werth des ersten negativ, so ist es auch 
der des zweiten. Der Werth eines Doppelverhältnisses ist aber allemal 
negativ oder positiv, je nachdem das eine Paar zugeordneter Punkte durch 
das andere getrennt wird oder nicht. Da nun hier die zugeordneten Punkte 
die Paare von Punktinvolutionen sind und das Trennen oder Nicht-Trennen 
der Paare den elliptischen oder hyperbolischen Charakter der Punktinvolution 
bestimmt, so schliessen wir: 

Die Punktinvolutionen auf dem Kantenpaar |S18| und |(£^|, welche 
durch die vorige Construction bestimmt werden, sind allemal gleichartig, d. h. 

20* 
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entweder beide hyperbolisch oder beide elliptisch. Dasselbe gilt von den 
Punktinvolntionen auf dem Geradenpaar \ab\ und |cb|, indem wir nur das 
Hyperboloid ^^^ mit seinen vier Erzeugenden: 

|21S3,|, |©2l.|, |S;3),|, |2)®,| 

durch die beiden Erzeugenden {ab| und |cb| der andern Regelschaar zu 
durchschneiden und dieselbe Schlussfolge anzuwenden haben. 

Aus der Projectivität der beiden Punktreihen auf den Trägem |21S3| 
und I ®35 1 folgt aber auch bei der paarweisen Gruppirung der je vier Punkte 
zu Punktepaaren einer Involution, dass die Doppelpunkte dieser Involutionen 
einander in bestimmter Weise entsprechen, wodurch das Strahlenpaar gg 
charakterisirt wird. 

Denn bezeichnen wir zur Abkürzung die Punkte: 

(3135, ©b) = p, (S18, S)c) = q, 

(©2), ab) = r, (©3), 8a) = 8, 

so liefert die Projectivität der Punktreihen auf |21S3| und |®3)| die Gleich- 
heit der Doppelverhältnisse: 

(SlSpq) = (rgg^D). 

Nennen wir aber g und g' die Doppelpunkte der Punktinvolution, welche 
auf |21S5| durch die Punktepaare Sl und 23, p und q, bestimmt wird, und 
sind g, und gl die in der Geraden |®®| den Punkten g und g' projectiv 
entsprechenden Punkte, so haben wir: 

impQ) - (232Iqg) 

wegen der projectiven Natur einer Involution; femer 

(Stöpg) = (rSSg,), 

(©2Iqg) = (8r®g,), 
folglich 

(r8(£g,) = (3r®g,), 

also ist gi ein Doppelpunkt der Punktinvolution auf |©S)|, welche durch 
die Punktepaare ^ und SD, r und i bestimmt wird, und in gleicher Weise 
der andere Doppelpunkt gl derjenige, welcher dem Doppelpunkt g' des 
Trägers |218| projectiv entspricht. Hieraus folgt, dass die Verbindungs- 
linien Igg'l und |g'gl| Erzeugende des Hyperboloids H^^^ und daher das 
einzig übrig bleibende Paar von Verbindungslinien |ggl| und |g'gt| das 
Geradenpaar gg' ist. 
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Endlich wollen wir noch bemerken eine Eigenschaft des Geraden- 
paars gg, welche sich anmittelbar aus dem Vorigen ergiebt. Da nämlich 
auf der Geraden |818( die Punkte 81 und SB durch die Treffpunkte mit gg' 
harmonisch getrennt werden und ebenso auf der Geraden \(l^\ die Punkte 
($ und ® durch die Treffpunkte mit gg, so folgt, dass die vier Strahlen: 

mi \m\, g, g' 
und ebenso auch die vier Strahlen: 

mi mi g, g' 
hyperboloidisch-harmonisch liegen; in gleicher Weise liegen offenbar auch 

|öc|, |bb|, g, g' 
und 

|ab|, |bc|, g, g 

hyperboloidisch-harmonisch. Wir können also folgende Eigenschaft des Ge- 
radenpaars gg aussprechen: 

Dm Geradenpaar gg' besitzt rücksichtlich des Tetraeders Wd^^ die 
Eigenschaft y dass es dem einen Paar Gegenkanten desselben \%^\ und |S^| 
begegnet und mit jedem der beiden übrigen Paare f>on Gegenkanten hyper- 
boloidisch-harmonisch liegt. Dieselbe Eigenschaft besitzt das Geradenpaar gg' 
auch rücksichtlich des Tetraeders abcb. 

5. Das Geradenpaar gg, an welches sich unsere Betrachtungen 
von No. 3 und 4 knüpften, ging hervor aus der Gruppe (I.) von 8 Tetraedern 
(No. 2), welcher die beiden Gruppen (IL) und (HL) zur Seite stehen; es ist 
einleuchtend, dass für diese genau dieselben Betrachtungen und Resultate 
sich ergeben. Es tritt also zu dem Geradenpaar gg' , welches den vier 

Geraden begegnet: 

|21S5|, |S;S)|, |ab|, |cb|, 

noch ein zweites Geradenpaar hh', welches den vier Geraden begegnet: 

\m\, |833)|, |ac|, fbb|, 
und ein drittes Geradenpaar ii', welches den vier Geraden begegnet: 

|31S)|,^ \mi |ab|, |bc|; 
\en Zusammenhang dieser drei Geradenpaare wollen wir jetzt ermitteln. 
Hierzu betrachten wir einerseits die vier Geraden: 

|[aac], [S5bb]| = k, 

|[S5ac], [abb]| = /, 

|[(£ac], [3)bb]| = m, 

|[2)ac], [©bb]| = n. 
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nnd andererseits die vier Geraden: 

|[2la6], [ScbJI = *., 

|[®ob], [acbJl = /„ 

|[S5ab], [S)cb]! = m., 

|[®a6], [55cb]| = «., 

von denen die vier ersten Schnittlinien entsprechender Seitenflächen von 
Tetrafe'derpaaren aus der Gruppe (I.) in (No. 2), die vier letzten aus der 
Gruppe (IL) entnommen sind, also die ersteren von dem Geradenpaar gg\ 
die letzteren von dem Geradenpaar hh' getroffen werden. 
Es ist nun ersichtlich, dass die vier Ebenen: 

[«ac], [53bb], [aab], [Scb] 

sich in einem Punkte schneiden müssen, denn die erste und dritte Ebene 
schneiden sich in der Geraden |3la|, die zweite und vierte Ebene in der 
Geraden | S^ib | und die beiden Geraden | %la | und | ^ib | treffen sich im Räume, 
weil sie in einer Ebene [3lab2)i] liegen, folglich müssen sich die obigen 
vier Ebenen in einem Punkte schneiden, durch welchen sämmtliche sechs 
Schnittlinien je zweier derselben hindurchgehen müssen; mithin ist der 
Schnittpunkt : 

(ftftO = (aa, 5D,b). 
In gleicher Weise erkennen wir, dass die Schnittpunkte: 

(ft/0 = (2lc, 2),b), 
{km,) = (S3b, ®,c), 
(Arno = (»b, ®ia) 
sind, und ebenso ergeben sich die Schnittpunkte: 

(/*,) = (ab, 2),c); (mArO = (©c, 8,b); (nft,) = (gb, ©,a); 

(«,) = (»b, 3)xa); (m/i) = (®a, «,b); (n/,) = (Sb, 9,c); 

(Im,) = (©a, ®,b); (mm,) = (S)b, 2l,a); (um,) = (2)c, a,b); 

(/«O = (Sc, ®ib); (winj = (S)b, 2liC); (im,) = (2)a, a,b). 

Es zeigt sich also, dass jede der vier Geraden klmn jeder der vier Geraden 
fti/imiii, im Räume begegnet; folglich gehören die ersten vier Geraden der 
einen Regelschaar, die zweiten vier Geraden der andern Regelschaar eines 
und desselben Hyperboloids an, welches wir mit H^^^ bezeichnen wollen. 
Der einen Regelschaar dieses Hyperboloids gehören offenbar auch die 
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beiden Geraden |ac| und |bb| an, weil sie den vier Geraden klmn gleich- 
zeitig begegnen , der andern Regelschaar die beiden Geraden | ab \ und | cb |, 
weil sie den vier Geraden ki A nii «i gleichzeitig begegnen ; das Hyperboloid 
H^^ geht also durch die vier Seiten des windschiefen Vierseits: 

abbc. 

Dies Resultat, dose die sechs Geraden: 

|ab|, |cb|, k, l, m, n 

einer Regelschaar^ und die sechs Geraden: 

|ac|, |bb!, &i, /i, wi, «1 

der andern Regelschaar eines und desselben Hyperboloids angehören, ergiebt 
zugleich die Projectivität der beiden Ebenenbüschel: 

|ac|[a83®2)] 7\ |bb|[8?lS)®], 
sowie die Projectivität der beiden Ebenenbüschel: 

|ab|[a93eS)] Ä I cb I [(£3)2133] , 
aus welcher durch Umstellung der Elemente sich ergiebt 

I ab I [2[S5®S)] 7\ I cb I [3133®2)] , 
und hieraus folgt, dass die vier Geraden: 

|2l93i|, i23?l,|, |(£2)t|, |S)®,| 

hyperboloidische Lage haben, ein Resultat, welches schon oben (No. 2) auf 
andere Weise ermittelt wurde. 

Da nun das Geradenpaar gg* den sechs Geraden: 

|ab|, |cb|, ky l, m, n 

gleichzeitig begegnen muss, und ebenso das Geradenpaar hh' den sechs 

Geraden: 

|ac|, |bb|, ftj, /i, m„ «1 

gleichzeitig begegnen muss, so gehören auch gg' und hh' den beiden Regel- 
schaaren desselben Hyperboloids H^^^ an, und das erste G^radenpaar muss 
daher dem zweiten im Räume begegnen. 

In ganz derselben Weise können wir nachweisen, dass auch das 
dritte Geradenpaar ii', welches aus der Gruppe (HI.) der Tetraederpaare 
(No. 2) entspringt, sowohl dem Geradenpaare gg'^ als auch dem Geraden- 
paare hh' begegnen muss. Da der Strahl t aber die Strahlen ff und h 
treffen muss, die selbst in einer Ebene liegen, so muss t entweder in der 
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Ebene [jgh] liegen, oder, wenn t nicht in dieser Ebene liegt, dnreh den 
Punkt (gh) gehen. Da i gleichzeitig den beiden Strahlen g' und h' begegnet, 
die selbst in einer Ebene liegen, so muss i entweder in der Ebene 
[jg'h'] liegen, oder durch den Punkt (gh!) gehen. Es muss daher die Ge- 
rade t entweder die Schnittlinie |[^ä], [jg'h']\ oder die Verbindungslinie 
|(flrÄ), {g'h')\ sein; denn der noch denkbare Fall, dass t durch den Punkt {gh) 
ginge und in der Ebene [jg'h'] läge, ist unzulässig, weil der Punkt (gh) 
ausserhalb der Ebene [jg'h'] liegt Das Gleiche gilt auch fllr die Gerade t*, 
welche entweder mit der Verbindungslinie \igh\ {g'h!)\ oder mit der Schnitt- 
linie K^A], [jg'h']\ zusammenfallen muss. Da es aber nur zwei Gerade tt' 
giebt, so wird die eine von ihnen die Verbindungslinie {{gh)^ {g'h')\ und die 
andere die Schnittlinie |[^ä], [g'h']\ sein müssen. 

Dies lässt sich nun so aussprechen: 

Die drei Gercuienpaare gg\ hh\ ii\ fügen sich zu den drei Paar 
Gegenkanten eines Tetraeders zusammen^ treffen sich also viemuü zu je dreien 
in einem Punkte (Tetraederecke) und liegen viermal zu je dreien in einer 
Ebene (Tetraederfläche). 

Nennen wir die Ecken dieses Tetraeders: 

= (ghi). 

01 = (ghr), 

02 = (gh 0, 

03 = (g'h'i), 

also 

g =|DDi|, h =|DD.|, t =|DD3|, 

i^'^IOAl, A' = |DA|, t" = |DA|; 

es ist leicht zu sehen, welche Bedeutung dieses Tetraeder DDiDjDs für 
unsere Raumcurve C^*^ hat. Da nämlich (No. 4) sowohl gg, als auch hh' 
und ii' je ein Paar conjugirter Strahlen fUr sämmtliche Oberflächen zweiter 
Ordnung ist, welche durch die Raumcurve C^^ gehen, so ist OD1D2D, das 
gemeinsame Polartetraeder für sämmtliche Oberflächen zweiter Ordnung, welche 
durch die Raumcurve C^^^ gehen. Hieraus folgt die weitere Eigenschaft, dass 
die Ecken des gemeinsamen Polartetraeders die Mittelpunkte (Spitzen) der 
vier Kegel zweiter Ordnung sind, welche sich durch die Raumcurve C^^^ legen 
lassen, d. h. dem Flächenbtischel durch C^*^ angehören. Denn jede Ebene, 
welche durch eine Ecke des Tetrafe'ders gelegt wird, schneidet die gegen- 
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überliegende Seitenfläche in einer Geraden nnd das Flächenbüschel in einem 
Kegelschnittbüschel, für welches jene Ecke und diese Gerade Pol und 
Polare sind. Die Ecke muss also ein Tripelpunkt für das Kegelschnitt- 
büschel oder der Doppelpunkt eines in demselben enthaltenen Linienpaares 
sein. Da nun die durch die Tetraederecke und die Raumcurve C^*^ be- 
stimmte Fläche zweiter Ordnung von jeder durch die Tetraederecke gelegten 
Ebene in einem Linienpaar geschnitten wird, so ist sie ein Kegel zweiter 
Ordnung. Wir bemerken noch, dass unsere Construction der vier Kegel- 
spitzen allein vom zweiten Grade ist, indem sie nur von der Ermittelung 
der Doppelpunkte bekannter Punktinvolutionen abhängt (S. 153). Diese Con- 
struction giebt auch Aufschluss über die Realität des Polartetraeders. 

Schon früher sahen wir, dass die Punktinvolutionen auf einem Paar 
Gegenkanten des Tetraeders SIS5®S), durch deren Doppelpunkte das Ge- 
radenpaar gg' (ebenso hh' und ii') geht, immer gleichartig sein müssen; ob 
diese nun hyperbolisch oder elliptisch sind, erkennen wir sofort, wenn wir 
die Punktinvolutionen auf drei Tetraederkanten einer Seitenfläche z. B. [SIS5®] 
untersuchen. Wir haben 

auf der Kante |S133| die Punktepaare: Sl und 35, (318, ©b) und (?t8,®c), 

- . - isiei - - si und g, (Si(ä;,g3b) und (a(ä;,®b), 

- . - I SB® I - - S und g, («e, Slb) und (33®, ®a), 

zur Bestimmung der zugehörigen Punktinvolutionen. 
In der Ebene [SlöSb] sind die drei Punkte: 

(218, eb), (2lS,8b), (8®, ab), 

nichts anderes, als die Durchschnittspunkte der Dreiecksseiten |218|, |2l®|, |8®| 
und der Verbindungslinien der gegenüberliegenden Ecken ®, 8, 21 mit dem 
vierten Punkte b. Solche drei Punkte können immer nur auf zweierlei 
Art gelegen sein, nämlich: entweder 1) alle drei liegen zwischen den Ecken 
des Dreiecks 218E, oder 2) einer liegt zwischen den Dreiecksecken und 
die beiden andern auf den Verlängerungen der Dreiecksseiten. 
Femer liegt der Punkt (218, 2)c) in der Schnittlinie: 

|[®218] , imc]\ 

d.h. in der Ebene, welche durch jS)®] normal zur Ebene [2)218] gelegt 
werden kann; ebenso liegt der Punkt (21®, 2)b) in der Schnittlinie: 

|[S)2tg] , [2)8b]| 
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d. h. in der Ebene, welche durch |2)S3| normal zur Ebene [2)21®] gelegt 
werden kann, und endlich liegt der Punkt (33®, SÜa) in der Schnittlinie: 

|[S)öe], [ma]i 

d. h. in der Ebene , welche durch 1 2)21 1 normal zur Ebene [2)33®] gelegt 
werden kann. 

Wenn man aber in dem Dreikant |2)2l|, |2)S|, |2!®| durch jede 
Kante normal zur Ebene der beiden andern eine Ebene legt, so schneiden 
sich diese drei Ebenen bekanntlich in einer Geraden (Höhenstrahl des 
Dreikants, s. o. S. 132) ; trifft diese Gerade die Ebene [21S3®] in dem Punkte 
b', so sind die drei Punkte: 

(aS3,SDc), (2l®,SDb), (S5®,S)a) 
identisch mit 

(2153, ®b'), (a®,S5b'), (33®, W) 

d. h. die Durchschnittspunkte der Verbindungslinien IJlb'l, ISJb'l, l®b'| mit 
den Gegenseiten des Dreiecks SIS3®; folglich liegen diese drei Punkte in 
gleicher Weise auf den Seiten des Dreiecks SIS3®, wie die vorigen drei 
Punkte, d. h. entweder alle drei zwischen den Ecken oder einer zwischen 
den Ecken des Dreiecks und die beiden andern auf den Verlängerungen 
der Dreiecksseiten. 

Wir können jetzt das Dreieck 2193® und die beiden Punkte b V auf- 
fassen und die Lage der Durchschnittspunkte der Verbindungslinien IbSlI 
IbSBI, |b®| so wie |b'2tl, lb'85l, Ib'EI mit den Dreiecksseiten |93®|, |®Sl|, 121931 
durch das Zeichen + oder — bezeichnen, je nachdem sie je zwei Dreiecks- 
ecken trennen oder nicht trennen, dann erhalten wir folgende Möglichkeiten: 





(fUr b) 






(für b') 


SIS3 


Sie 


©e 


SC53 


m 33(S 


+ 


+ 


+ 


+ 


+ + 


+ 


— 


— 


+ 


— — 


— 


+ 


— 


— 


+ 


— 


— 


+ 


— 


+ 



Verbinden wir nun jede Möglichkeit fllr b mit jeder Möglichkeit für b' 
und bezeichnen immer die Verbindung zweier gleichen Zeichen durch h 
(hyperbolische Involution), die Verbindung zweier entgegengesetzten Zeichen 
durch e (elliptische Involution), so erhalten wir die 16 Fälle: 
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\W&\ mSI I53S 
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d.h. viermal die Verbindung hhh und zwölfmal die Verbindungen: hee 
oder ehe oder eeh, also: 

Von den drei Punktinvolutionen auf den Seiten eines Dreiecks, welches 
eine Seitenfläche des Tetraeders ist, sind entweder alle drei hyperbolisch oder 
eine ist hyperbolisch und die beiden andern sind elliptisch; da femer die Punkt- 
involutionen auf einem Paar Gegenkanten des Tetraeders immer gleichartig 
sind, so folgt: 

Von den sechs Punktinvolutionen auf den Kanten des Tetraeders W5(Sf^ 
sind entweder sämmtliche hyperbolisch oder nur zwei auf einem Paar Gegen- 
kanten des Tetraeders hyperbolisch und die vier übrigen elliptisch. Von 
den drei Geradenpaaren gg , hV, ii sind also entweder alle drei oder nur 
eines reell, d. h. die Ecken des Polartetrafe'ders DDiDiOs sind entweder 
sämmtlich reell oder sämmtlich imaginär; immer aber muss ein Paar 
Gegenkanten des Tetraeders reell sein. Der Fall, dass von dem Polar- 
tetragder nur zwei Ecken reell und die beiden andern imaginär sind, kann 
also hier überhaupt nicht eintreten. Wir werden im Folgenden vorzugs- 
weise den Fall eines völlig reellen Polartetraeders im Auge behalten. 

6. Wu: haben oben (S. 153) gesehen, dass auf dem Paare Gegen- 
kanten IS18I und |®2)l die Doppelpunkte der Punktinvolutionen, welche 

21* 
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durch die Punktepaare: 

21 und 33, 

© und S), 



(SIS3, eb) und (21«, S)c), 
(SS), 2t6) und (S2), S3a) 



bestimmt sind, durch zwei Linienpaare verbunden werden können, von denen 
das eine das Geradenpaar gg' ist und das andere auf dem orthogonalen 
Hyperboloid HP^ liegt. Betrachten wir dieses zweite Linienpaar und die 
analogen beiden Linienpaare, welche in gleicher Weise bei dem Kanten- 
paar I^SI und |S2)| und bei dem Kantenpaar 1 212)1 und HBS^I auftreten, 
so erkennen wir, dass auch diese drei Linienpaare im Räume zu den drei 
Paar Gegenkanten eines neuen Tetrae'ders sich zusammenfügen. Um dies 
zu erkennen, bezeichnen wir die Treffpunkte 

der Geraden g mit dem Kantenpaar |21©I und |(SS)| durch 

und 
- - - |2iei und 



9 
h 



% 



212) 



und 
und 
und 



933) 



23(S 



9 und gi, 
9' und gl, 
\ und 1^1, 
^' und %, 
X und ii, 
i' und il, 



Fig. 1. 



dann haben wir zunächst auf jeder der 
vier Seiten des windschiefen Vierseits 

21932?® 

ein Punktepaar, welches die beiden 
Ecken nach dem Obigen harmonisch 
trennt; es ist also das Doppel ver- 
hältniss 

(S15399') = -1, 
und wenn wir diese vier harmonischen 
Punkte mit der Geraden IqiI^iI ver- 
binden, so erhalten wir vier harmo- 
nische Ebenen: 

löi^iPöggT = -1, 

welche der Geraden |21®I wieder in 
vier harmonischen Punkten begegnen 
müssen; von diesen sind die beiden ersten offenbar 21 und @), der dritte 1^, 
weil die Ebene [ggil^J = [gK] durch den Punkt D geht, in welchem sich g h 
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begegnen, und die Gerade \^iO\ =ä der Geraden |2l®| im Punkte ff be- 
gegnet; der vierte harmonische Punkt zu 21©]^ ist aber der Punkt 1^', folg- 
lich geht die Ebene [flil^ig'] durch den Punkt f)\ oder, was dasselbe ist: 

9. h 9' r 
liegen in einer Ebene. 

In gleicher Weise zeigen wir, dass auch die vier Punkte: 

9 ^ 9i ^; 

in einer Ebene liegen; femer liegen 

9 ^i 91 ^' 
in einer Ebene und endlich 

9i ^ 9' ^i 
in einer Ebene. 

Da die vier Funkte 91 ^i g' ^' in einer Ebene liegen, so mttssen die 

beiden Geraden: 

lg,9'l und |^.§'| 

sich treffen in einem Punkte, durch welchen nothwendig die vier Ebenen: 

C99.9'], [9:9.9'], ßW, WM) 

hindurchgehen müssen; in diesem Punkte treffen sich daher die sechs 
Schnittlinien von je zwei dieser vier Ebenen; diese sechs Schnittlinien 
sind aber: 

iBiö'l, 1^1, isroi, I5ÖDJ, leoj, i^Dsi 

und treffen sich in dem Punkte 

In gleicher Weise sehen wir, weil die vier Punkte g f) gl f)[ in einer 
Ebene liegen, dass die beiden Geraden: 

lgg;i und i^^;i 

sich im Räume treffen müssen, also durch ihren Trefl^unkt die vier Ebenen 
gehen : 

[9.990, [9'99i], m%h mu 

und deren sechs 'Schnittlinien zu je zweien, nämlich: 

Iggll, IW«I, l®Olf leOil, I^D^I, mo,\y 

welche sechs Geraden durch den Punkt 

*3 = (ggl, Wi) 

gehen. 
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Femer haben wir die vier Punkte g l^i gl ^' in einer Ebene, also 
treffen sich 

Iggll und l^^^'l 

in einem Punkte, durch welchen die vier Ebenen gehen müssen: 

[9.öö:]i [Mii m^n mm 

und deren sechs Schnittlinien zu je zweien, nämlich 

Iggll, m\i \^^\i lS)Dil, iaD.1, isOai, 

welche sechs Geraden durch den Punkt: 

% = Cgg;, ^1^') 

gehen. 

Endlich haben wir die vier Punkte gi ^ q' ^[ in einer Ebene, also 
treffen sich 

|g,g'| und I^^H 

in einem Punkte, durch welchen die vier Ebenen gehen müssen: 

[flöiö'], [919.9'], m%], ßWJ, 
nnd deren sechs Schnittlinien zu je zweien, nämlich: 

I9i9'l, l^^ll, 15301, 1210.1, 13)0,1, leOal, 
welche sechs Geraden durch den Punkt 

% = (9,9', WO 
gehen. 

Wir erkennen hieraus zunächst die eigenthümliche Lage des Polar- 
tetrae'ders zum ursprünglichen Tetraeder: 

D(is Polartetraeder OO1O2O3 und das ursprüngliche Tetraeder SISS^ 
liegen auf vier fache Art perspectiv, so dass sich die je vier Verbindungslinien: 

I2ID I ISOil leOjl l2)D3l in einem Punkte 5ß, 

I21DJ IS3DI leOal I2)DJ - - ' %j 

I21D.I ISSOal leOl |2)DJ - . ' %, 

I2IO3I IS3Dal leOil IS)DI - - - 5ß3 

schneiden. Diese vier Punkte 5ß 5ßi ^ ^ß, bilden selbst die Ecken eines 
windschiefen Vierseits, dessen Seiten die Geradenpaare sind: 

Iggll |g,g'| und ^ l^'l, 

von denen das erste das von gg' verschiedene Paar Verbindungslinien der 
Doppelpunkte der Involutionen auf I?IS3| und |(S©| ist, das andere das von 
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AÄ' verschiedene Paar Verbindungslinien der Doppelpunkte der Involutionen 
auf laSI und 1953)1 ist. 

Wenn wir nun dieselbe Betrachtung wiederholen, indem wir nur statt 
von dem windschiefen Viereck: 

21932)® 
von dem windschiefen Viereck: 

2193(52) 

ausgehen, so erhalten wir ein analoges Resultat, welches wir aus dem 
vorigen ablesen können, indem wir nur S und ^ mit einander vertauschen, 
folglich an Stelle der vier Punkte: 

^ '^i ^' ^'i 
die vier Punkte: 

l tl t tl 

setzen; dadurch werden die Punkte D und d nicht alterirt, dagegen geht 
O2 in D3 und D3 in O2 über, folglich geht, wie wir sehen, ^2 in ^ und 
^ in ^ über, während 5ß und ^i nicht alterirt werden. Wir erhalten also 
wie vorhin 

(l9.9'l,lWl) = ^; (l9.9'UW.I) = ^.; (l99lljyi) = ^; (199:1, W.l) = ^3 

nunmehr : 

(l9.9'IJni'l) = ^; (l9.9'IJii;i) = ^.; (l99;i,li.i'l) = ^3; (l99'.Miiil) = ^». 
Gehen wir drittens von dem windschiefen Viereck: 

aus, so haben wir in den ersten Ausdrücken S and ^ mit einander zu 
vertauschen; dadurch treten nur an Stelle der Punkte g g, g' gi die vier 
Punkte t tl i' il ; die Punkte O und Ot werden nicht alterirt, dagegen geht 
Dl in D3 und Os in D, über, folglich bleiben ^ und ^j ungeändert, während 
^1 und ^ in einander übergehen; wir erhalten also: 

(iii', y) = 5p; (iit', W0 = ^3; (ii'i, W) = ^a; («:, ^^i) = ^i 

oder, wenn wir alle drei Ergebnisse zusammennehmen: 

(9.9', ^.V, tit') = % 



(9.9', ^^ 
(iii', 9 9 



, i tl) = %, 
, 9 90 = %, 
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es sind also: 

I9i9'l = imi, l99ll = 1^2^31, 

|iii'l = imi, lii;i = IW2l 

die drei Paare von Gegenkanten des Tetraeders ^^i^2^3. Da wir nun 
wissen (S. 153), dass das Geradenpaar I gig' | und | ggl | ein Paar Erzeugender 
des orthogonalen Hyperboloids HP und das Geradenpaar ll^il^'l und \f)f)[\ 
ein Paar Erzeugender des orthogonalen Hyperboloids HP ist, so liegen die 
Schnittpunkte ^^i^a^j auf der Schnittcurve C^*^ der beiden Hyperboloide 
HP und HP. Wu: können mithin folgendes Resultat aussprechen: 

Verbindet man die Doppelpunkte der oben ermittelten Punktinvolutionen 
auf den drei Paar Gegenkanten des Tetraeders 31SS2) in anderer Weise ab 
durch die drei Linienpaare gg\ hh!, if, welche sich ssu den Gegenkanten des 
Polartetraeders OD1O2O3 zusammenfügen, so erhält man drei neue Linienpaare, 
welche sich ebenfalls su den drei Paar Gegenkanten eines TetraSders $$1^2% 
zusammenfügen. Die Ecken dieses Tetraeders liegen auf der Raumcurve C^^\ 
Diese drei Tetraeder: 

asesD, DDAO3, Wi%% 

stehen in dem eigenthümlichen Zusammenhange mit einander, dass je zwei von 
ihnen auf vierfache Weise in perspectiver Lage sich befinden und die vier 
Perspectivitätscentra allemal die Ecken des dritten Tetraeders sind. 

Das Letztere erkennen wir unmittelbar aus dem obigen Ergebniss, 
dass nämlich: 



w , 


©0., 


eo2. 


S)Oj 


in 


dem Punkte 


810., 


530 , 


so,. 


3)0, 
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210,, 


«O3, 
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2)0, 
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m. 
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3)0 
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sich treffen, woraus unmittelbar folgt, dass 






n, 


ö^i, 


s^, 
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in 


dem Punkte 


m^, 
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<S^3, 
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e^ , 


3)5ß: 


- 


- 


a^, 


33^, 


e^., 


m 


- 


- 


sich treffen nnd endlich aneb 
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ID?ßi, IDi^il, 102^1^21, IDa^al in dem Punkte 21, 

lO^il, ID,?I, ID^^sl, \0,%\ ... SB, 

\0%\, \0m^ 10,^1, \0,%\ - . . S, 

\0%\, ID.^J, IDa^J, IDa^l . . . ® 

sich treffen, wodurch die vorige Behauptung gerechtfertigt ist Auf diese 
eigenthttmliche Lage von drei Tetraedern hat Herr Cyparissos Stephanos *) 
aufmerksam gemacht und nennt dieselben ein yydesmisches System eon drei 
Tetraedern^. Sobald ein Tetraeder 21S3(S® und ein beliebiger Punkt D 
gegeben ist, kann man nach dem Obigen ein solches desmisches System 
auf folgende Weise construiren: 

Man lege durch D die einzige Gerade g, welche dem Paar von 
Gegenkanten 1 21931 und |(5S)| begegnet, die einzige Gerade h, welche dem 
Gegenkantenpaar |2l(5| und |S3S)| begegnet, endlich die einzige Gerade i, 
welche den Gegenkanten |212)| und \^(i\ begegnet; dadurch erhält man 
auf jeder der sechs Kanten einen Tref^unkt; construirt man zu diesem 
den zugeordneten vierten harmonischen Punkt rücksichtlich der beiden 
TetraSderecken auf der Kante, so erhält man sechs neue Punkte auf den 
Kanten; verbindet man von denselben je zwei auf einem Paar Gegenkanten 
liegende Punkte durch drei neue Gerade g', h\ i\ so sind gg', hh', ii' die 
drei Paar Gegenkanten eines zweiten Tetraeders DD1D2D3? welches mit dem 
Tetraeder 2133S2) in vierfacher Weise perspectiv liegt. Die auf jedem 
Paar Gegenkanten des Tetraeders 2(S3(SS) construirten Punkte lassen sich 
aber noch auf eine zweite Art durch Linienpaare verbinden, und diese drei 
neuen Linienpaare setzen sich ebenfalls zu den drei Paar Gegenkanten 
eines dritten Tetraeders ^^i^2^3 zusammen, welches mit jedem der beiden 
vorigen in vierfacher Weise perspectiv liegt. Die Perspectivitätscentra fdr 
je zwei dieser drei Tetraeder sind allemal die Ecken des dritten Tetraeders. 
In dieser Weise kann man von jedem der drei Tetraeder des desmischen 
Systems ausgehen und braucht nur noch eine Ecke eines der beiden übrigen, 
um diese selbst vollständig herzustellen. 



*) „Snr les syst^mes desmiques de trois t^tra^dres'^ par M. Cyparissos Stephanos 
TBulletin des Sciences mathematiques, 2® sörie, t. III; 1879). Bei Gelegenheit der Natur- 
lorsoher- Versammlung in Baden-Baden (September 1879) habe ich eine Gonstruction 
zweier in vierfacher Weise perspectiv liegenden Tetraeder angegeben (Tageblatt der 
52. Versammlung deutscher Naturforscher und Aerzte in Baden-Baden 1879: ^Einige 
Sätze tlber das Tetra^der,^ Seite 177), die mit der von Herrn Stephanos übereinkommt. 

Journal für Mathematik Bd. XGIII. Heft 2. 22 
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Wii* übersehen auch leicht den Zusammenhang zwischen den Kanten 
der drei Tetraeder eines desmischen Systems; da nämlich |21D| und |S3Di| 
sich in dem Punkte ^ treffen, so liegen die vier Punkte SlSDDi in einer 
Ebene, in welcher nicht allein der Punkt % sondern auch der Schnittpunkt 
% der beiden Geraden |2lOi| und |530| liegen muss. Es trifft daher die 
Kante |^^i| sowohl I2193|, als auch \ODi\ und in gleicher Weise auch 
|ES)| und ID2D3I; dasselbe gilt von der Kante |^^|. Das Gegenkanten- 
paar |5ß5ßi| und \%%\ des einen Tetraeders eines desmischen Systems be- 
gegnet also sowohl dem Gegenkantenpaar |31S| und |S®| des andern, als 
auch dem Gegenkantenpaar |DDi| und ID2D3I des dritten Tetraeders. Da- 
gegen erkennen wir, dass das Kantenpaar |^i| und |^^| mit dem Kanten- 
paar |21S| und |S3S)| hyperboloidisch-harmonisch liegt, weil diese vier Ge- 
raden im Räume sowohl von der Geraden 1 2155 1, als auch von der Geraden 
I (SS) I in je vier harmonischen Punkten getroffen werden. Ebenso liegt auch das 
Kantenpaar |^i| und \%%\ mit dem Kantenpaar |S12)| und \9(S,\ hyper- 
boloidisch-harmonisch. In gleicher Weise sehen wir, dass das Kantenpaar 
l^^l und \%%\ mit dem Kantenpaar IOD2I und IdDal hyperboloidisch-har- 
monisch liegt; denn diese vier Geraden im Räume werden sowohl von der 
Geraden 10011 = 5^, als auch von der Geraden ID203|=5^' in je vier har- 
monischen Punkten getroffen. (Dass die vier Punkte 9 ßi O Di harmonisch 
liegen, geht daraus hervor, dass die vier Ebenen, welche durch | S3S) j nach 
den vier harmonischen Punkten 21 S ]^ ]^' hingehen, die Gerade g in den 
vier harmonischen Punkten g gi d treffen müssen.) Es stellt sich also 
das Ergebniss folgendermassen heraus: 

Nimmt man von den drei Tetraedern eines desmischen Systems ein be- 
liebiges heraus und von einem zweiten irgend ein Paar Gegenkanten, so be- 
gegnet dasselbe allemal nur einem Paar Gegenkanten des ersten Tetraäders, 
liegt dagegen mit jedem der beiden andern Paare Gegenkanten hyperboloidisch'- 
harmonisch. Von solchen drei Kanten der drei verschiedenen Tetraeder, welche 
sich begegnen, liegen allemal drei in einer Ebene und drei treffen sich in einem 
Punkte, welcher in der Ebene selbst liegt, z. B. liegen |2155| |ODi| |5ß^| in 
einer Ebene, dagegen treffen sich |SS)| \00i\ |^^i| in einem Punkte u. s. w. 

Auch ergiebt sich der Zusammenhang zwischen den Seitenflächen 
der drei Tetraeder eines desmischen Systems. Bekanntlich müssen, wenn 
zwei Tetraeder perspective Lage haben, die vier Schnittlinien ihrer ent- 
sprechenden Seitenflächen in einer Ebene liegen (specieller Fall des oben 
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S. 151, Anmerkung, bewiesenen Satzes). Betrachten wir z. B. die beiden 
Tetraeder: 

welche perspective Lage und den Punkt ^ zum Perspectivitätscentrum haben, 
und suchen die vier Schnittlinien entsprechender Seitenflächen auf, so wird 
die Schnittlinie | [SISS], [DDA] |, weil in ihr der Schnittpunkt: 

(2IS3, D DO = 9 
und 

(21®, DD2) = ^ 
und 

(»6, DA) - i; 
liegt, identisch sein mit der Geraden, in welcher die drei Punkte: 

liegen; ebenso ist die Schnittlinie der Seitenflächen: 

\[^mi [DOA]| = I0 i U 

Ka©©], [DDA]| = 1^ i 911, 

|[S5e®], [DxDA]| = |ii^; 9'.|. 

Die sechs Punkte 9 1^ i 9! ^'i il liegen aber offenbar in einer Ebene, weil 

i99;i=i?.^3i, iw.i=i^3%i, |ii;i=rM.i 

ist, also in der Ebene: 

und bilden die drei Paar Gegenecken eines vollständigen Vierseits ; also : 

Wenn die beiden Tetraeder 8193®S) und DD1D2D3 rUcksichtlich des Per- 
spectivitätscentrums ^ in perspectiver Lage sich befinden, so liegen die vier 
Schnittlinien entsprechender Seitenflächen in der Ebene [^i%^i]> Oder all- 
gemein : 

Nimmt man von den drei Tetraedern eines desmischen Systems irgend 
zwei heraus, so liegen sie auf vierfache Art gleichzeitig so im Räume, dass 
die vier Schnittlinien ihrer Seitenflächen sich in je einer Ebene befinden; diese 
vier Ebenen sind die vier Seitenflächen des dritten Tetraeders. 

Wir sehen zugleich, wie sich die 12 Trefl^unkte, in welchen sich 
die Kanten der drei Tetrae'der eines desmischen Systems begegnen, zu je 
dreien auf geraden Linien und zu sechsen als die drei Paar Gegenecken 
vollständiger Vierseite in Ebenen gruppiren: 

22* 
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Pß.W3]: [m.%]: [W^l: [*^.^]: 



ö^il 


9P. 


9'^i. 


Q'n 


9^;i 


qW 


9'^;i' 


i'U 


Öl^i 


9;^'i' 


9.^i' 


9.f)'i 


9;^;i; 


gl^iii 


Qi%h 


gi'^iii- 



Andererseits gruppiren sich dieselben 16 Geraden, in welchen je drei dieser 
Punkte liegen, zu folgenden vollständigen Vierseiten in den Ebenen: 

[O^D^Ds]: [DDaOa]: [OOiOa]: [£)£)i£)2]: 

9'Pl 9'^ii 9^'ii 9^i'i 

9'^ii' 9'^ii 9^ii 9^ii' 

Qif)[ii 91^1^1 9i'^i^i 9i'^i^i9 

und endlich gruppiren sich dieselben 16 Geraden, in welchen je drei dieser 
Punkte liegen, zu folgenden vollständigen Vierseiten in den Ebenen: 

[ggS)]; [ggg)]; [gg;£)]: [aSg]; 

9i^iii 9i^'i 9'^ii 9'^'il 

9ilii 9i^i' 9'^'ii' 9'^ii 

9l^iii 9l^'i' 9^ii' 9^'ii 

9l^'ii'i 9lM 9^1i 9^ii7 

d. h. die zwölf Punkte, in welchen sich die Kanten der drei Tetraäder eines 
desmischen Systems zu je dreien begegnen, liegen auch zu je dreien auf sechs- 
zehn Geraden, in welchen sich gleichzeitig je drei Seitenflächen der drei ver- 
schiedenen Tetraeder des desmischen Systems durchschneiden, und bilden tu 
diesen Seitenflächen zu je vieren zwölf vollständige Vierseite, deren Diago- 
nalen die achtzehn Kanten der drei Tetraeder des desmischen Systems sind, 
indem jede Diagonale doppelt auftritt. Diese sechszehn Geraden stehen dual 
gegenüber denjenigen sechszehn Geraden, auf welchen zu je dreien immer 
drei Ecken verschiedener Tetrae'der des desmischen Systems sich befinden: 

21D?(5 S3Dx$ SD^^ß 2)^3^ 
2ID,^i S3D^, eOs^, SDD.5ßi 
2l£),^ ^D^% S£)^ 3)£),^ 
SHDa^ «©2^ e£),^3 ®D^, 

und diese bilden zwölf Vierkante, deren (räumliche) Diagonalen die acht- 
zehn Kanten der drei Tetraeder des desmischen Systems sind, indem jede 
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Diagonale doppelt auftritt. So wie die vorigen sechszehn Geraden sich zu 
vieren in zwölf Punkten {gf)x etc.) trafen, in welchen sich immer je drei 
Kanten von verschiedenen Tetraedern des desmischen Systems begegnen, 
liegen die letzteren sechszehn Geraden zu je dreien in zwölf Ebenen, in 
welchen immer je drei Kanten verschiedener Tetraeder des desmischen 
Systems liegen. Es stellt sich hiemach in der Figur selbst eine Dualität 
heraus, vermöge deren sie mit ihrer Polarfigur zusammenfallt. 

7. Kehren wir nach dieser Abschweifung zu der Betrachtung unserer 
Raumcurve C^*^ zurück. Es bedarf keines weiteren Nachweises, dass eine 
analoge Untersuchung, wie in No. 6, welche, anstatt von dem Tetraeder 
2193SS) auszugehen, von dem Tetraeder abcb ausgeht, zu ähnlichen Resul- 
taten fuhrt. Auch die beiden Tetraeder abcb und DO1D2O3 constituiren ein 
desmisches System, für welches das dritte zugehörige Tetraeder |)|)ip2p3 auf 
der Raumcurve C^*^ liegt. Da hiemach die Geradenpaare: 

|aS3| und |(ä;35|, 

|ab| und |cb| 
die Gerade g (und ebenso g') in Punktepaaren treffen, welche wegen der 
Natur des desmischen Systems harmonisch getrennt werden durch die Punkte 
D und Dl (ebenso auf g' durch D2 und Dj), so sind uns auf dem Geraden- 
paar gg' die Punktinvolutionen unmittelbar gegeben, deren Doppelpunkte die 
Ecken des Polartetrafe'ders DD1D2O3 sind. Wir können also dem End- 
resultate von No. 3 (S. 149) folgende Ergänzung hinzufügen : 

Wenn man dm einzige Geradenpaar gg' construirt, welches gleichzeitig 
den vier Geraden: 

\^^\ l^^l |ab| |cb| 

begegnet, so wird dasselbe von diesen beiden Paaren |§l^| und \(i^\, |ab| 
und |cb| tu Punktepaaren getroffen, die auf g und g* zwei Punktinvolutionen 
bestimmen, deren Doppelpunkte die Ecken des Polartetraeders DDiD2D3 , d. h. 
die Mittelpunkte der vier Kegel zweiter Ordnung sind, welche durch die Raum- 
curve C^*^ gelegt werden können. 

Aus den Eigenschaften der Tetraeder eines desmischen Systems er- 
giebt sich noch ein neuer Zusammenhang zwischen den beiden Tetraedern : 

SlSeS) und DD.DÄ 
in folgender Weise: 

Da auf dem Kantenpaar 1 99 1 und | @)® | die beiden Punktinvolutionen 
bekannt sind, deren Doppelpunkte: 
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gg' und gjgl 
in der einen Weise verbanden die Geraden: 

l99.| = fl' = |öA| und | g'gl | = ^' = | D,£), | 
liefern, in der andern Weise verbanden die Geraden: 

|g.g'| = |TO| nnd |gg;| = |?.?3| 

liefern, und da wir wissen, dass das letztere Geradenpaar (S. 154) ein Paar 
Erzeugender des orthogonalen Hyperboloids fi^^ ist, dem die Erzengenden 

der Regelschaar: 

|88'| = |aS| und 19,911 =|e35| 

angehören, so folgt, dass die beiden Ebenen:, 

[99i9T ^d [g,g'9;] 
normal auf einander stehen mttssen, sowie auch die beiden Ebenen: 

[99'9l] nnd [99,9;] 
normal auf einander stehen. 

Diese Ebenen lassen sich aber so ausdrücken: 

[2193DD,] JL [SSDDÄ] ; [SlöD.Da] JL [S^DD J. 

Die Schnittlinien dieser normalen Ebenenpaare, d. h. die Geraden \^%\ 
und I %% I gehören hiemach nicht allein dem orthogonalen Hyperboloid -flf ^ 
an, welches durch zwei Ebenenbüschel erzeugt wird,- deren Axen | Wß \ und 
|@^®| sind und deren entsprechende Ebenen normal auf einander stehen, 
sondern auch einem anderen orthogonalen Hyperboloid, welches durch zwei 
Ebenenbüschel erzeugt wird, deren Axen [DDJ und [D2D3] sind und deren 
entsprechende Ebenen normal auf einander stehen. 

Wenn man aber auf einem Hyperboloid ein windschiefes Viersdt 
hat, so sind die beiden Diagonalen desselben bekanntlich conjugirte Strah- 
len in Bezug auf das Hyperboloid, folglich sind die beiden Diagonalen des 
von den vier Geraden: 

|DDii imi lOÄi \%%\ 

gebildeten windschiefen Vierseits, d. h. die Geraden: 

21S3| und |S2) 

ein Paar conjugirte Strahlen in Bezug auf dasjenige orthogonale Hyper- 
boloid, welches von zwei Ebenenbüscheln erzeugt wird, deren Axen |DDil 
und jOsOsI sind und deren je zwei entsprechende Ebenen normal zu ein- 
ander sind. 
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Für ein windschiefes Vierseit auf einem Hyperboloid gilt aber noch 
die weitergehende Eigenschaft, dass seine Diagonalen nicht allein conjngirte 
Strahlen fUr das Hyperboloid sind, sondern auch irgend zwei Punkte auf 
der einen Diagonale, welche die Gegenkanten des Vierseits harmonisch 
trennen, und irgend zwei Punkte auf der andern Diagonale, welche die 
beiden übrigen Gegenecken des Vierseits harmonisch trennen, immer die 
vier Ecken eines Polartetraeders für das Hyperboloid bilden; da nun 

|öö.| = l99tK im| = |9.9'l, |A03| = |9'9;i, |W3i = l9'.9l 
ist, also das von diesen vier Geraden gebildete Vierseit 

99>9'9l 
zn seinen Diagonalen 

l99'l = 12l®|, |g,9:| = l®S)| 
hat, und die Punkte % und IB die Punkte gg' harmonisch trennen, ebenso 
wie ^ und ^ die Punkte gigl harmonisch trennen, so folgt, dass 3186^2) 
die Ecken eines Polartetrafe'ders sind für dasjenige orthogonale Hyperboloid, 
welches von zwei projectiven Ebenenbüscheln erzeugt wird, deren Axen 
|D£)i| und lOaOal sind, und deren entsprechende Ebenen normal auf ein- 
ander stehen. In gleicher Weise sehen wir ein, dass 2133S3) auch ein 
Polartetragder ist für dasjenige orthogonale Hyperboloid, welches durch die 
Tetrafe'derkanten IDD2I tind [DiDsl, sowie auch für dasjenige, welches durch 
IDD3I und ID1D2I gelegt werden kann; mithin ist 21S3E3) das gemein- 
schaftliche Polartetraeder ftlr sämmtliche Oberflächen zweiter Ordnung, die 
dem Büschel angehören, welches durch die Schnittcurve der letzten drei 
orthogonalen Hyperboloide geht. Es ergiebt sich hieraus das folgende reci- 
proke Verhalten: 

Wenn man durch die drei Paar Gegenkanten eines Tetraäders ^$6^2) 
die drei orthogonalen Hyperboloide legt, die sich in einer Raumcuree C^*^ 
schneiden (No. 1), und man ermittelt das Polartetraeder D&1D2D39 welches 
sämmtlichen durch C^*^ gehenden Oberflächen zweiter Ordnung gemeinschaftlich 
ist, so ist auch umgekehrt für das Flächenbüschel durch eine Raumcurve C[^^, 
die als der Durchschnitt dreier orthogonalen Hyperboloide, welche durch je 
ein Paar Gegenkanten des Tetraeders D&1D2D3 gelegt werden können, auf- 
tritt, das gemeinschaftliche Polartetraeder das ursprüngliche Wß^^. 

Da wir oben (S. 166) gesehen haben, dass aus den beiden Tetraedern 
218(5© und DD1D2O3 eines desmischen Systems ein drittes Tetraeder ^ß^ßi^^^j 
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hervorgeht, welches anf der Raamcnrre C<^*' liegt, BO folgt nunmehr, daas 

dasselbe ans gleichen Gründen auch auf der Ranmcorve Ci*^ liegen mnsB, also : 

Die beiden Raumcurvea C'** wirf Cf** begegnen sich in den vier Pimbten 

Da wir femer wissen, dass die sechs Pnnkte: 

in einer Ebene liegen und ebenso 

in einer Ebene liegen, so folgt, daas die auf der Raumcnrve C-*^ liegenden 
acht Pnnkte: 

welche sich zn je vieren in zwei Ebenen vertheilen, eine Gruppe von acht 
aasocürten Punkten bilden. 

Da auch die sechs Pnnkte: 

in einer Ebene liegen, so ergiebt sich gleichzeitig, dass die anf der Baum- 
cnrve Cf*' liegenden acht Pnnkte: 

welche sich zu je vieren in zwei Ebenen vertheilen, eine Gruppe von acht 
aaaociirlen Punkten bilden. 

Indem ich hiermit die Untersuchung unserer Ranmcurve C**' vor- 
länfig abschliesse, möchte ich nur noch auf die Ermittelung des particnlären 
Charakters unserer C**', gegenüber der allgemeinen Raumcnrve vierter Ord- 
nung und erster Species, die Aufmerksamkeit der Geometer lenken. 

Breslau, am 30. December 1881. 
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Ueber die Auf hängpunkte und Axen für isochrone 

Schwingungen eines Körpers. 

(Von Herrn Böklen in Reutlingen.) 



Wenn ein Körper um eine feste Axe pendelartig schwingt, so ist 
die Länge / des isochronen einfachen Pendels gleich dem Trägheitsmoment 
des Körpers dividirt durch das statische Moment, beide in Beziehung auf 
die Schwingungsaxe genommen, oder 

(1.) / = ^; 

f> ist der Trägheitsradius, welcher einer durch den Schwerpunkt gehenden 
Geraden parallel mit der Schwingungsaxe entspricht, und d der Abstand der- 
selben von 0. OJ ist das von auf die Schwingungsaxe gefällte Perpen- 
dikel, also / der Aufhängpunkt, durch den unter Umständen mehrere 
Schwingungsaxen senkrecht zu OJ gehen, und es soll die Frage untersucht 
werden: Welches ist der Ort der Punkte /, sowie auch die Richtung der 
zugehörigen Schwingungsaxen, wenn / = const? In diesem Falle werden 
also die Schwingungen des Körpers isochron sein. 

Sind a>b';>c die Quadrate der drei durch gehenden Haupt- 
trägheitsradien, so ist 

(2.) ^ + 4l + J^ = 1 

^ ^ a c 

das Grundellipsoid. Bezeichnet man das von auf eine Tangential-Ebene 
von (2.) gefällte Perpendikel mit t?, so ist v ein Radius der Fusspunktfläche 
von (2.) oder der inversen Fläche des CaticÄy-Foiiwo/schen Centralellipsoids 

(3.) ax'+by^+c»' = 1. 

Errichtet man auf einem Centralschnitte der Fusspunktfläche eine Senkrechte 
in 0, und trägt darauf zwei Strecken ON und On ab gleich den Halbaxen 
des Centralschnitts, so liegen die Punkte N und n auf der Wellengeschwindig- 
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i; -^ + -r^ + -^^ = 0. 

Au X^ erhält man r^^ld^-tP und dorch Subsumtion in (4.) 

x* «• »• 

Betrachtet man hier d als veränderlich und setzt <P = a:^+f'+«*, so re- 
präsentirt diese Gleichung die Grenzfläche fttr den Ort der Punkte Jy welche 
mit 'J, bezeichnet werden soll. 

Ist in [b.) d constant, so stellt diese Gleichung einen Kegel vom 
zweiten Grade vor; durch Veränderung des Werthes von d erhält man eine 
Reihe von Kegeln, die confocal sind; ihre Focallinien entsprechen den 
Gleichungen: 

Diese Linien sind also die Asymptoten der Focalhyperbel des Grundellipsoids. 
Hieraus folgt, dass die Fläche (J) durch eine Reihe von sphärischen 
Kegelschnitten gebildet wird, die auf confocalen Kegeln liegen, deren Focal- 
linien unabhängig sind von / und also auch von d. Jeder Halbmesser v 
der Fusspunktfläche des Grundellipsoids ist gleich dem seiner Richtung 
entsprechenden Trägheitsradius; ist v constant, so beschreiben diese Träg- 
heitsradien einen Kegel vom zweiten Grade, der die Fusspunktfläche in 
einer sphärischen Curve schneidet und dessen Ergänzungskegel (4.) ist 
Durch Veränderung des Werthes von v erhält man wieder die Kegel (5.), 
nur giebt die Gleichung (4.) auf den Mantellinien derselben die Punkte 
N und n der Wellengeschwindigkeitsfläche an, während (5.) auf denselben 
Mantellinien die Punkte / der Fläche (/) bestimmt Führt man nun eine 

neue Variable f?i = rf — s- ein, so erhält (5.) die Form 

-j« -.t .9 

(l._a)_.J (-^-6)-«: {-^-c)-v] 

Dies ist eine zweite Wellengeschwindigkeitsfläche, die mit Vi bezeichnet 

werden soll, und welche unter der Voraussetzung -r>(* aus der Fuss- 
punktfläche des Ellipsoids 

(8«) ~j[t h-ji \"-p = 1 

__a --b -5— c 
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abgeleitet ist. Die Fläche (/) entsteht also ans Fi, indem man sämmtliche 

Radien der letzteren um eine constante Strecke -g- verlängert. Hieraas 

folgt, dass sie aus zwei Mänteln besteht, wie jede Wellengeschwindigkeits- 
fiäche, und dass sie vier singulare Punkte hat, in welchen beide Mäntel 
zusammenstossen, und die auf den Focallinien (6.) liegen. Sie ist die eine 
Grenzfläche der Aufhängpunkte fUr isochrone Schwingungen: die Punkte 
des äusseren Mantels sollen mit J, diejenigen des inneren mit • und die 
Punkte zwischen beiden Mänteln, die gleichfalls Aufhängpunkte sind, mit 
Jo bezeichnet werden. 

Um eine Vorstellung zu bekommen ttber die Vertheilung der Punkte 
J und ihrer Axen fUr isochrone Schwingungen im Raum, denke man sich 
flir einen bestimmten Werth von «, also auch von d, die Kugel, deren Halb- 
messer d ist, und welche die Fläche / in einem sphärischen Kegelschnitt 
trifft, oder vielmehr in zwei congruenten Kegelschnitten, welche eine Kugel- 
zone begrenzen. Diejenigen Punkte Ji)j welche nicht bloss einem bestimmten 
Werth, sondern auch einer bestimmten Richtung von f> entsprechen, liegen 
auf einem Grosskreis der Kugel, welcher beide Kegelschnitte bertthrt; die 
Mantellinien des Cylinders, welcher die Kugel in diesem Grosskreis berührt, 
sind die zugehörigen Schwingungsaxen. Verändert v die Richtung, aber 
nicht den Werth, so erhält man andere Grosskreise, welche in der er- 
wähnten Kugelzone liegen und beide Kegelschnitte berühren. 

Aus (1.) folgt 

(9.) d = | + |/^fZ?. 

Also gehören zu einem bestimmten Werthe von / (wobei stets vorausgesetzt 
wird, dass -r- > a ist) zwei Werthe von d oder zwei verschiedene iP'lächen 



4 

(J), welche aus V^ oder (7.) entstehen, indem man entweder, wie oben an- 
gegeben, Y *^^ ^^^ Verlängerung eines Radius von K, oder auf der ent- 
gegengesetzten Seite auf dem Radius selbst abträgt. Zunächst soll aber 
bloss der erste Fall ins Auge gefasst werden. Die Fläche Vi schneidet 
jede Hauptebene in zwei Curven, wovon eine ein Kreis ist; die Halbmesser 
dieser drei Kreise sind 

^=iT-^' ^=iT-^' <?=/t-^ 

23* 
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A ist in der ya-, B in der zx- nnd C in der xy-Ehene. Also schneidet auch 
die Fläche (/) die Hauptebene in drei Kreisen, deren Halbmesser -4 + -s-, 

-B+-Ö-, ^+'2" ®^^^? durch dieselben gehen drei Kugeln mit dem Mittel- 
punkt 0, A'y B\ C^ welche (/) in diesen Kreisen berühren, und zwar Ä 
den inneren Mantel in der j^JS-Ebene, V sowohl den inneren als auch den 
äusseren in der zx- und C den äusseren in der orj^-Ebene. 

Bei Ä und C liegen die Aufhängpunkte auf den zwei Kreisen, in 
welchen diese Kugeln (/) berühren, die zugehörigen Schwingungsaxen sind 
die Mantellinien der Cylinder, welche die Kugeln in diesen Kreisen be- 
rühren. Dagegen ist auf -B' jeder Punkt ein Aufhängpunkt; die vier Durch- 
schnittspunkte von -B' mit den Geraden (6.) (welche in der Theorie des 
Lichts den wahren optischen Axen entsprechen) seien O1O2O3O4; durch jeden 
dieser Punkte gehen unendlich viele Schwingungsaxen, welche senkrecht 
sind entweder zu O1O3 oder zu O2O4. Wird also der Körper z. B. in 0^ 
aufgehängt, so macht er isochrone Schwingungen um jede Axe, welche 
durch Ol geht und senkrecht zu 00^ ist. Durch alle anderen Punkte J^ 
auf W als Aufhängpunkte gehen nur zwei Schwingungsaxen, welche man 
erhält, indem man durch /u und O1O3 oder O2O4 zwei Grosskreise legt und 
auf ihren Ebenen in /y Perpendikel errichtet. 

Jede der concentiischen Kugeln zwischen Ä und ß schneidet die 
Fläche (/) in zwei sphärischen Kegelschnitten ; nimmt man auf einer solchen 
Kugel einen Punkt /o an und legt durch denselben zwei Grosskreise, welche 
die Kegelschnitte berühren, so sind die auf den Ebenen dieser Kreise in /, 
errichteten Perpendikel die beiden Schwingungsaxen von /o? d. h. wenn der 
Körper in J« aufgehängt wird, und um eines dieser Perpendikel als Axe 
schwingt, so ist die Schwingungszeit gleich derjenigen des einfachen Pendels 
von der Länge /. Der Punkt JI, muss im Innern von (/) und auf der von 
den beiden Kegelschnitten gebildeten Kugelzone liegen; diese Zonen werden 
um so breiter, je mehr sich die Kugel ß' nähert, wo die Kegelschnitte in 
die Punkte Oi O2 O3 O4 sich verwandeln, so dass die Zone der Aufhängpunkte 
/ü gleich der ganzen Oberfläche von B' ist. Für die Kugeln zwischen Bf 
und C werden die Zonen zwischen den sphärischen Kegelschnitten schmaler 
und reduciren sich endlich in C auf den Berührungskreis mit (/). 

Da die Grenzfläche der Aufhängpunkte (/) zwei Mäntel hat, so 
schneidet sie jede durch gehende Gerade in vier Punkten, wovon zwei^ 
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eine Schwingungsaxe geht; zwei dieser Axen durch J und i' sind paraUel und 
stehen senkrecht auf den beiden anderen durch i und J', welche also ebenfalls 
parallel sind. Für die weiteren Punkte Jo auf Ji und JJ ^^f J'i' (diese beiden 
Strecken schliessen einander stets aus) giebt es je zwei Schwingungsaxen^ 
nämlich die Perpendikel, welche in J» oder Jo auf den Tangentialebenen er^ 
richtet werden, die man durch die Gerade an die confoccden Kegel lege» kann. 
Für alle übrigen Punkte auf der Geraden, entweder zwischen i und i' oder 
ausserhalb J und J' giebt es keine Axen, um welche der Körper Schwingungen 
machen kann, welche denjenigen des einfachen Pendels f>on der Länge l iso^ 
chron sind. Hat die Gerade die Richtung einer Asymptote der Focalhyperbel 
des Grundellipsoids, so liegen auf ihr vier Punkte mit unendlich vielen Schwin- 
gungsaxen, also giebt es für jeden Körper im Ganzen acht solcher Punkte, 
welche einer bestimmten Länge l des isochronen einfachen Pendels entsprechen. 

Diese acht Punkte haben von die Entfernungen rf = -0- + y -^ — b. 

Die Summe der beiden Werthe von d in (9.) ist gleich / und ihr 
Product gleich r% somit ist Ji' =^iJ' = 1 und OJ.Oi' = Oi.OJ' = t?'; legt man 
nun durch eine Ebene senkrecht zu OJ, welche das Cauchg-Poinsot&che 
Ellipsoid in einer Ellipse und die Fusspunktfläche des Grundellipsoids in 
der inversen Curve (deren Radien v mit den gleichgerichteten der Ellipse 
ein constantes Product liefern) schneidet, und die mit (r) bezeichnet werden 
soll, so kann man sich über die den einzelnen Punkten der Geraden OJ 
entsprechenden Schwingungsaxen folgende Vorstellung machen: Man be- 
schreibe über Ji'=^l als Durchmesser eine Kugel, so wird sie die Curve 
(9) in den Endpunkten ihrer kleinen Axe berühren; durch diese Endpunkte 
und Ji* lege man einen Grosskreis, so sind dessen Tangenten in J und Ü 
die Schwingungsaxen dieser Punkte. Der Mittelpunkt der Kugel liegt auf 
Vi. Rückt derselbe gegen hin, so wird die Kugel die Gerade OJ in den 
Punkten Ja und J^ {J^Jo = l) und die Curve v in zwei Punkten schneiden, 
welchen zwei gleiche Werthe von v entsprechen. Die Tangenten der durch 
diese Punkte und J^Ji bestimmten Grosski*eise sind die beiden Schwingungs- 
axen von J^) und von J^. Je mehr sich die Kugel, deren Durchmesser 
immer gleich / ist, nähert, um so weiter gehen die Schwingungsaxen 
sowohl in Ju als auch in Ji aus einander. Im zweiten Grenzfall, wenn die 
Kugel durch i und /' geht, wird dieser Winkel gleich 180", und sie berührt 
die Curve (v) in den Endpunkten ihrer grossen Axe. 
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Hat die Gerade OJ die Richtung OOi, so wird (v) ein Kreis, dessen 
Halbmesser v unter einander gleich sind, und es giebt nur zwei Kugeln 
vom Durchmesser /, welche durch diesen Kreis gehen, aber unendlich viele 
Grosskreise, welche sich in den singulären Punkten Oi, O3 auf (J) oder 
Oi, Oi auf (J') schneiden. 

Die beiden Flächen (J) und (/') können auch als Fusspunktflächen 
aufgefasst werden und zwar von den Parallelfiächen der Wellenfläche 

K-A^v-' K-Ä-v-"^ \ir-v^' 

von welcher die Wellengeschwindigkeitsfläche Fi die Fusspunktfläche ist. 

Diese Parallelflächen haben den Abstand -^ beiderseits vom Fusspunkt der 

Normalen an gerechnet. 

Es verdient noch bemerkt zu werden, dass die Tangenten der ellip- 
soidischen Curven der Wellenfläche (10.) die Sichtung des constanten Haupt- 

trägheitsradius gleich ^ fttr.ihre Berührungspunkte angeben, und dass sie 

den Schwingungsaxen der auf den Flächen (/) und (J') liegenden Auf- 
hängpunkte parallel sind. 

/» 
Wenn die Voraussetzung -4- > nicht zutrifft, so nimmt die Fläche 

Vi einen anderen Charakter an und gehört zu den noch wenig untersuch- 
ten Flächen, welche aus dem einmantligen und zweimantligen Hyperboloid 
auf ähnliche Art abgeleitet werden, wie die Wellengeschwindigkeitsfläche 
aus dem EUipsoid. 

Schliesslich möge noch an einem speciellen Beispiel gezeigt werden, wie 
ein Theil der hier vorgetragenen Theorie praktisch nachgewiesen werden kann. 

Wenn die Kantenlängen eines rechtwinkligen Parallelepipeds 2a, 
2/9, 2y sind, so ist 

also wird die Gleichung (6.) 

Wird nun das Parallelepiped an einem Drath aufgehängt, welcher einer von 
den beiden Richtungen dieser Gleichung entspricht, so werden die Schwingun- 
gen für alle durch einen Punkt dieses Draths gehenden Axen isochron sein. 

Reutlingen, Februar 1882. 
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Notiz über das Pascahche resp. Brianchonsche 

Sechseck. 

(Von Herrn Fr. Gräfe in Darmstadt.) 



ris sei ein Pascahche^ oder ein BrianchonBGheB Sechseck mit den 
Seiten resp. Ecken a, b, c, d, e, f gegeben, dann sind auch die Sechsecke 
mit den Seiten resp. Ecken: 

a, e, c, d, b, ^ 

a, e, fy d, 6, c, 

a, b, /, d, e, c 

Pascakche Sechsecke mit derselben Pascakchen Geraden resp. BrianchonBche 
Sechsecke mit demselben Brianchonschen Punkte*). 

Es sei ein Pascakchen Sechseck mit den Ecken 1, 2, 3, 4, 5, 6 
gegeben; es haben dann die Pascalschen Sechsecke 

13 5 2 6 4 

15 3 6 2 4 

15 2 4 6 3 

denselben £^irAfitanschen Punkt, welcher der Brianchon&Ghe Punkt des Brian- 
cAonschen Sechsecks 

(26, 13) (13, 24) (24, 35) (35, 46) (46, 51) (51, 62) 
a b c d e f 

ist, wenn {m, n) der Schnittpunkt der Geraden m und n ist. 

Man betrachte das Brianchomche Sechseck a, b, c, dy e^ f als ge- 
geben, so ist der zugehörige £riai»cAo»sche Punkt der £irAiiiaitsche Punkt 
der FMco/schen Sechsecke: 



'^) Sätze über diese Pa«ca/schen Sechsecke in Verbindung mit dem gegebenen 
(in Bezug auf Pa«ca/sche, S^etitersche Geraden etc.) finden sich in meinen „Erweiterungen 
des Po^ca/schen Sechsecks^. Wiesbaden 1880. 
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{ab, ef){ahy cd) (cd, ef){af, bc){af, ed){ed, bc) 
13 5 2 6 4, 

153624 und 15246 3. 

Das i?naiicAoi»sche Sechseck bestimmt aber auch die i^riaiicAoiischen Sechs- 
ecke mit den Ecken: 

a, e, c, d, b, f, 

a, Cy fj d, by Cy ) mit demselben Brianchomchen Punkte. 

a, by ^ rf, e, c. 

Zu jedem dieser Sechsecke kann man, wie eben geschehen, FMca/sche 
Sechsecke bestimmen, welche alle denselben £trAmaiischen Punkt haben. 
Diese FMca/schen Sechsecke sind: 

[aCy bf)iae, cd) {cd, bf){af, ^c)(fl/i bd){bd, ec) 

im V n VI IV, 
I V m VI II IV und I V II IV VI HI, 

{ae, bc){ae, fd){fd, bc){ac, ef){ac, bd){bd, ef) 
V III' V II' Vr IV', 

I' v lu' VI' n' IV' und r v n' iv' vr in', 

{abj ec){ab, fd){fd, ec){ac, bf){ac, ed){ed, bf) 
I" ni" V" II" VI" IV", 

I" V" in" VI" II" IV" und I" V" n" IV" VI" ni". 

Geht man vom Fa^ca/schen Sechseck 13 5 2 6 4 aus, so braucht man 
hier nur zu setzen: 

a = (26, 13), b = (13, 24), c = (24, 35), d = (35, 64), e = (64, 15), /= (15, 26). 

Ist also ein i^rtaiicAoiisches Sechseck mit den Ecken a, b, c, d, e, f ge- 
geben, so bestimmt dies die PMca/schen Sechsecke mit den Seiten: 

(1.) ab, cd, |(crf, ef){afj 5c)|, af, ed, j(erf, bc){ab, ef)\^ 
(2.) e^ cd, \{ab,cd){af, erf)|, af, bc, \{ed, bc){ab, ef)\^ 

(3.) ab, ef, \{cd, ef){af, bc)\^ bc, ed, \{af, ed){cd,ab)\^ 

(1'.) ae, cd, \{cd, bf){af, ec)!, «A H |(H ec){ae, bf)\^ 
(2'.) bf, cd, \[ae,cd){af,bd)\, af, ec, \{bd, ec){ae, bf)\, 
(3'.) ae, bf, \{cd,bf){af, ec)\^ ec, bd, \{af,bd){ae, cd)\^ 
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(1".) ae, fd, \{fd,hc){ac, ef)], ac, bd, \{bd, ef){ae, bc)\, 
(2".) bc, fdy \{fd,ae){bd,ac)\, ac, ef, \{ef,bd)[ae, bc)\, 
(3".) ae, bc, \{bc,fd){ac,ef)\, ef, bd, \{bd, ac)[fd, ae)\, 

(r'O ab, fd, \{fd, ec){fb,ac)l ac, ed, |(ed, bf){ec, ab% 
(2'".) ec, fd, \{fd,ab){ed,ac)l ac, bf, \{bf, ed){ab, ec)U 
(3'".) ab, ec, \{ec, fd){ac, fb)l fb, ed, \{ed, ac){fd,ab)\. 

Die Sechsecke 1, 2, 3; 1', 2', 3'; etc. haben entsprechend dieselben Ecken; 
je zwei der Sechsecke haben zwei Seiten gemein (wie z. B. 1, 1'; 2, 2';) 
und zu je vier dieselbe Fewca/sche Gerade (1, 1', 1", 1'" etc.); die drei 
Potfca/schen Geraden aller Sechsecke ad, be, cf gehen durch den allen 
Sechsecken gemeinschaftlichen ^irAmai»schen Punkt Durch die Sechs- 
ecke 1, 2, 3 sind 60 Sechsecke bestimmt, welche nach der Tafel je drei 
Po^ca/sche Sechsecke liefern, die zu je drei dieselbe FMco/sche Gerade 
haben, und welche alle denselben ÄfVAmanschen Punkt besitzen, oder jeder 
der 60 ^irArmanschen Punkte liefert drei Fa^ca/sche Sechsecke, welche 
dieselbe Fo^ea/sche Gerade mit einem der Sechsecke haben, zu welchem 
jener Punkt £^i'rAmaiischer Punkt ist. 

Dies wurde abgeleitet mit Hülfe des Satzes, dass die Sechsecke 

a, by c, d, e, f, 

a, e, c, d, by f, 

a, b, ^ d, e, c, 

a, e, f, d, b, c 

i?riancAonsche Sechsecke sind, wenn a, b, c, d, e, f di^ Ecken eines 
i?rtoiicAoi2Schen Sechsecks sind. Der Satz ist evident. Mit dessen Hülfe 
kann man sehr einfach nachweisen, dass je drei BrianchomaAiQ Punkte des 
i?noi2cAoiischen Sechsecksystems, welches durch sechs Gerade bestimmt ist, 
in einer Geraden liegen. (Entsprechend den 5/^*iierschen Punkten.) 

Es sei das BrianchonwYit Sechseck mit den Seiten a, b, c, d, e, f 
gegeben und bekannt, dass diese sechs Seiten 60 JSriaiicAoDSche Sechsecke 
festlegen. Der Schnittpunkt zweier Geraden m, n sei bezeichnet mit (m, n). 
Man bestimme {c, f) und {b, e) und bezeichne a mit 1, d mit 2, die Ver- 
bindungslinie (d, c) {e, b) mit 5, die von {f, a) und (e, b) mit 4, die von (/, c) 
und {e, d) mit 3 und schliesslich die von {f, c) und {a, b) mit 6. Wenn 
man fOr die Verbindungslinie der Punkte {m,n) und {p,q) das Symbol 
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[{m, n) {py q)] gebraucht, kann man für das gegebene Sechseck setzen : 

[(4, 1) (1, 6)] [(1, 6) (4, 5)] [(2, 5) (6, 3)] [(2, 5) (2, 3)] [(2, 3) (4, 5)] [(6, 3) (1, 4)]. 

Der Br%anchomc\it Punkt dieses Sechsecks ist der Schnittpunkt der Geraden 
[(1,6) (2, 3)] und [(2, 5) (1,4)]. Denselben JSnanc&oiischen Punkt hat auch 
das Sechseck 1, 6, 5, 2, 3, 4. Dass dieses Sechseck ein J3r»aitcAoiisches 
ist, sieht man leicht. Da nämlich a^ b^ c, d, e, f ein solches ist, so ist 
auch Gj b^ e, d, c, f oder, wenn man statt der Seiten die Ecken einfuhrt, 

(a, b){b, e)(e, rf)(rf, c){c, nif. «) 
ein Brianchomche^ Sechseck, mithin auch das Sechseck 

(a, 6)(A c)(e, d){d, c)(6, e)(/; a) 

oder, wenn man statt der Ecken wieder die Seiten einführt, 1, 6, 3, 2, 5, 4, 
daher auch das Sechseck 1, 6, 5, 2, 3, 4. 

Das gegebene Sechseck hat also denselben Brianchomchen Punkt 
wie 1, 6, 5, 2, 3, 4, er liegt also in der Greraden [(6, 5)(3, 4)]. Die 
Brianchomchen Punkte der Sechsecke 

a, d, c, f, e, 6, 
a, /; c, 6, e, d 

sind aber (ö, 6) und (3, 4) , d. h. die drei JSrtancAoDSchen Punkte liegen in 
derselben Geraden. Mit Hülfe von Permutationen folgt, dass je drei Punkte 
nur auf einer solchen Geraden liegen, dass es also deren zwanzig giebt 

Darmstadt, den 31. Januar 1882. 
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Zur Theorie der Integration eines Systems von n nicht 
linearen partiellen Diflferentialgleichungen erster Ord- 
nung mit zwei unabhängigen und n abhängigen 

Veränderlichen. 

(Von Herrn Hamburger.) 



Im Anschluss an die Abhandlung im Bd. 81 dieses Journals p. 243 £f., 
worin die Systeme linearer partieller Differentialgleichungen und einer speciel- 
len Klasse nicht linearer partieller Differentialgleichungen unter gewissen 
Integrabilitätsbedingungen integrirt werden^ soll hier die Integration eines 
allgemeinen Systems nicht linearer partieller Differentialgleichungen auf die 
Integration von unvollständigen Systemen totaler Differentialgleichungen zu- 
rückgeführt werden. Sind dieselben integrabel, so führt die Kenntniss je 
eines Integrals eines jeden dieser Systeme zu der vollständigen Lösung des 
vorgelegten Systems partieller Differentialgleichungen mit 2n willkttrlichen 
Constanten. 

In einem zweiten Abschnitt behandelt man nach einer ähnlichen 
Methode die Integration einer nicht linearen partiellen Differentialgleichung 
ijter Ordnung zwischen einer abhängigen und zwei unabhängigen Variablen. 
Die Resultate stimmen für « = 2 mit denjenigen überein, die Herr Darboux 
in seiner Arbeit Sur les ^quations aux d^riv^es partielles du second ordre 
Ann. de Tlfec. Norm. VII 163 — 173 auf einem ganz verschiedenen Wege 
erhalten hat. 

§1. 

Das zu integrirende System n simultaner partieller Differentialglei- 
chungen laute: 

(1.) fi{X, y, Ä1...ÄH, Pl'^'Pn, gi^'-qn) = 0, (. = 1.2,.. •> 

wo X und y die unabhängigen Variablen, Zi...s6^ die zu bestimmenden i» 
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Functionen von x und y bedeuten und die p und q durch die Gleichungen 

definirt sind. 

Die Aufgabe der Integration kann dahin gefasst werden, n Func- 
tionen «i...t?, der Veränderlichen x, y, ^i«**2„5 Pi^^Pn^ gi^^-gn zu finden 
von der Art, dass, wenn man aus den 2n Gleichungen 

/;. = 0, Vi = Ci 0=1, 2,...«) 

die 2n Grössen p und q als Functionen von x, y, Zi...z^ bestimmt, das 
Gleichungssystem 

disi = pidx+qidy, . . . dZn = Pndx+q^dy 

integrabel wird. 

Differentiirt man die Gleichungen (1.) nach x und y und benutzt die 
Relationen 

dy dx ' 

SO erhält man, unter Anwendung der abkürzenden Bezeichnungen: 

dU _ dfi 4. ö/;- df, 



dfi dfi , dfi ^ . . df 






dy dy dz^ ^* d 

das folgende System von 2n Gleichungen: 

y_Ö^ Öp* , y^Öp*^ _ dfi 

(2.) { e, r, O ^ , (i=l, 2, ... n) 

j,dfi_dqi^ d^ ^ d/; 

jfc dpi, dx k dqjc dy dy ^ 

und wenn wir hiermit die n identischen Gleichungen 

,QX y, Öfi dz, dfi dZk _ f dfi dfi\ 

verbinden, so haben wir ein System von 3n linearen partiellen Differential- 
gleichungen zwischen den beiden unabhängigen Variablen x, y und den Sn 
als Functionen derselben zu betrachtenden Variablen ai...Ä«, pi...p^, gi«**^..- 
In dem besonderen Falle, dass die Functionen /, die Variablen «!...«„ 
selbst explicite nicht enthalten, haben wir bereits in den Gleichungen (2.) 
ein System von 2« linearen partiellen Differentialgleichungen zwischen a?, y 
als unabhängigen und pi-^.pn, 9t •••9» als abhängigen Veränderlichen, und 
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es bedarf daher nicht der Hinzufügung der Gleichung (3.); -^, -4^ sind in 
diesem Falle identisch mit -J^. -J^- 

öx ^ oy 

Die in der Eingangs angeführten Abhandlung entwickelte Integrations- 
methode für ein System von 3n linearen partiellen Differentialgleichungen 
fllhrt im Allgemeinen auf eine Integration von 3« Systemen von je zwei 
totalen Differentialgleichungen; unter gewissen an gedachter Stelle näher 
bezeichneten Bedingungen verringert sich indessen die Zahl der Systeme, 
während die Zahl der in jedem Systeme befindlichen totalen Differential- 
gleichungen eine grössere ist. Dieser Fall tritt bei dem Systeme der 3n 
Gleichungen (2.) und (3.) stets ein, und zwar erhalten wir hier statt der 
3» Systeme von je zwei, n Systeme von je «+3 totalen Differentialglei- 
chungen zwischen 3« + 2 Variablen, wie wir nunmehr zeigen wollen. 

Man führe n noch zu bestimmende Functionen /i.../» der Variablen 
^9 Vj ^i-«-^n5 Pi.«.p«5 ^i-.y« ein und setze der KUrze wegen 



ii'r dx "V dxJ' S ^' dy ""V dy )' 



SO folgen unmittelbar aus den Gleichungen (2.) und (3.) durch Multiplication 
mit Ix... In und Addition die drei Gleichungen: 



^y dpk ) dx "^ifcfi V dqk ) dy "" V dx )' 



Andrerseits bestehen identisch die Relationen 

2;X,^dx + 2:KiP-dy = 2:hdz,, 

WO lx...K eine zweite Reihe noch zu bestimmender Functionen darstellen. 
Ueber die Grössen / und l verfiigen wir derart,, dass die Gleichungen (4.), 
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unabhängig von den Derivirten ^, -^, ^, ^, ^, ^ Folgen der 

identisclieii Gleichungen (5.) werden. Dies ist der Fall, wenn folgende 
Gleichungen gelten: 






Xndx 



(6.) 



0^) 







öf 






Hieraus ergiebt sich: 



öfl-, 



('S 



ög, 



('^) 



^"('^"■■"('^) ' 



öp, 



i.dp,H hi-ndp. 



X.dx 



(7.) 



l^dx 






ÖPI 



df 



,,d,.+...+A,dz. _ '^ip*(^5^)+^*0äir)i 



Aj(te 



('S 



öp, 



wo jtt eine neue Httlfsgrösse bezeichnet Zwischen den Grössen /i.../. er- 
halten wir hiemach folgendes System von n Gleichungen 



(8.) 



('f)-K'f) = ^' ••• Oa--('l^) = « 



oder in ausgefUhrter Form 



(8-.) 



'^(^-^f )+-H-U|r -.^) = 0, 



ö?, 



ÖPI 
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Das Bestehen dieser Gleichungen erfordert, dass 

dq^ ^ dp, dq, '^ dp, 









= (^(^) = 



dpn dqn ^ dp, 

ist, und nach Auflösung dieser Gleichung in fi erhält man für die Ver- 
hältnisse der Grössen / die Proportion 

Sf df 

wenn man den Coefficienten des Elementes -4^ — l^d7 ^^ ^^^) ™^* y*(A*) 
bezeichnet; und fllr die Verhältnisse der Grössen Ai.,.A« erhalten wir aus (6.) 



(9.) 



dp. 



dp. 



Da die Gleichung (p{fi) = vom n^^ Grade ist, so erhalten wir, den n Wurzeln 
derselben entsprechend, im Allgemeinen n Werthsysteme für die Verhält- 
nisse der Grössen A.../» und die der Grössen li...K. Aus (7.) ergeben 
sich mit Rücksicht auf (9,) die Gleichungen: 

(10.) dy = fidx, 

(13.) ^Q^)ä^^ = ^{p^QB+'^('B\ä-' 

wo die Summen sich von ä = 1 bis k = n erstrecken. 
Zu diesen sind noch die n Gleichungen 

(14.) rfa* = Pkdx + qf,dy, (*=i,2, ...•) 

die der Voraussetzung nach befriedigt sein müssen, hinzuzufligen. Nun ist 
aber die Gleichung (13.) eine Folge der Gleichungen (14.) und (10.), denn 
(13.) kann wegen (8.) geschrieben werden: 

df 



^Q^)\^^^-^P^+Mk)dx} = 0, 



und da dy = /u dx. 
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Die Gleichung (13.) kann demnacli aus dem System der Gleichungen (10.) 

hia (14.) fortgelassen werden, und indem wir in (14.) fidx füi dy schreiben, 

erhalten wir: 

dy = fidx, 

dzi = {pi+qil^)dx, ... rfa, = (pn+qn/^)dx, 

Dies ist ein System von n + 3 totalen Differentialgleichungen zwischen den 
3« +2 Variablen x, y, j5i...j5«-, pi.../?«, ^1...^«. Solcher Systeme giebt es 
so viele, als die Gleichung y(^) = verschiedene Wurzeln hat, also im 
Allgemeinen n. In der Voraussetzung nun, dass die Wurzeln dieser Glei- 
chung sämmtlich von einander verschieden sind, beweisen wir folgenden Satz: 
Lässt jedes der n Systeme (15.), die den n Wurzeln der Gleichung (p(ji) = 
entsprechen, je ein Integral zu, — und zwar genüge Vr = c^ als Integral dem 
Systeme, das man aus (15.) erhält, wenn man darin flir fi die Wurzel ^^ 
substituirt, — und bestimmt man aus diesen n Integralgleichungen und den ge- 
gebenen n Gleichungen des Systems /i = , ... /*, = die 2n Variablen 
Pi'"Pn9 qi-^'^n als Functionen von x, y, «i...a,, so bilden die Gleichungen 

dü^^Pidx-^-qidy, . . . dz^^Pndx+q^dy 
ein integrables System, d. h. die p und q erfüllen die Integrabilitätsbedingungen 

dpi i^Pi^i , öp. ^ dqi dqi dqi 

für f = 1 , 2 , ... », oder nach der bereits eingeführten abkürzenden Be- 
zeichnung : 

dpi dqi 

-j— = -r-- 0=1, 2,... •) 

dy dx 

Die Integration des Systems (16.) giebt alsdann iSi...«» als Functionen von 
Xj y, Ci . . . c« mit n neuen Constanten, und diese Functionen stellen die voll- 
ständige Lösung des Systems (1.) mit 2n Constanten dar. 

Anmerkung: Die Möglichkeit der Bestimmung der Variablen p, q 
als Functionen der übrigen Variablen aus den 2n Gleichungen /i = 0, ©^ = c^ 
setzt voraus, dass keines der gewählten Integrale « auf die Form gebracht 
werden könne: F(/i.../'„, x, y, »i...«„), was wir im Folgenden annehmen. 
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Wir gehen nunmehr zum Beweise des aufgestellten Satzes ttber. 
Soll f>r = Cr ein Integral des Systems (15.) für ^ = fi^ sein, so muss 
die Gleichung 

(16.) * = .|.*,+|-d,+^(-^*.+ ^«.+ ^^.) = 0*) 
eine identische Folge der Gleichungen (15.) sein. Drücken wir also die 
11 + 3 DiflFerentiale dy, dpi, rf^i, dzi...dSn durch die übrigen Differentiale 
mittelst (15.) aus und substituiren diese Ausdrücke in (16.), so müssen die 
Coefficienten der letzteren Differentiale einzeln verschwinden, was die Glei- 
chungen ergiebt: 

(iJL) (iJL) 

ÖD N dx y dv ^ dy y _ 



0^) 



*'('^) 'H'&) 



dv dv V dpk^ 



dpk öpi 



0^) 



= 0, 



dp, 



0^^ 



dv dv ^ dpk^ _ 



= 0. 



dp, 

Mit Rücksicht darauf, dass nach nnserer Bezeichnung 

dv , dv dv dt 

-d^+d^P'+'-+d^P' = AT' 

dv , dv , , dv dv 



dy ^ da, »'^ ^ ÖÄ. V- - dy ' 
können vorstehende Gleichungen auch geschrieben werden: 

dv dv dv 

Öp, Öp, dpn 



'"■) of) of) ('£)' 



öp/ ^ dp,J Vöp 



3gi ^ 3?» _ _ dqn 



*) Den Index r lassen wir der Einfachheit wegen fort. 



(t=2, ... •). 
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Durch dieses System simultaner linearer partieller Differentialgleichungen, 
welchem v genügen muss, kann das System (15.) totaler Differentialglei- 
chungen vollständig ersetzt werden. 

Denkt man sich nun die Ausdrücke von pi...pn9 qi^-q^ als Func- 
tionen von X, y, Zi...z^y wie sie aus den 2n Gleichungen 

f?! = c, , ... «« = c^ , /i = 0, ... /« = 

erhalten werden, in eines der Integrale « = c eingesetzt, so hat man 
identisch: 

dx dps dx dqs dx ' 

dy dp, dy "*" dq, dy ' 






öa, ^ dps ^z^ dqs 9a, 

• • • 

• • • 

_§^,j^_dv_dps_.^dv_dqs_ _ q 
dzn dps 9a» dq, 9a, 

Multiplicirt man die Gleichungen von der dritten an der Reihe nach mit 
Pf'^Pny bildet die Summe der Producte und addirt sie nach einander zur 
ersten und zweiten Gleichung, so erhält man 

dx g dpt dx , dqt dx ' 

äy ^r dp, dy +f 5g. dy "' 

und indem man die zweite der vorstehenden Gleichungen mit /u maltiplicirt 
nnd zur ersten addirt: 



+<+^t(^+''t)+^^(^+''t) = "■ 



Multiplicirt man die Gleichung mit (j-ß^J und drückt gemäss den Glei- 
chungen (17.) -^ + A^"j~) -ß—^ ^~ durch ^— und ^— aus, so erhält man 



^ l('l)+f (€ )(*+''t)l 



+1 i('f )+f ('f )(t+''t)l = 0. 

oder, da nach (7.) 

25* 



196 



Hamburger, zur Theorie der partiellen DifferentieUgleiAungen. 



ist, 



(18.) 



+ 



dp 



dq 






{«=1, ... •). 



Nnn gelten aber identisch die Gleichangen: 

dx "''r dp, dx "^-^ dq. <te ~ "' 
dy "^ . ap. dy ■*■-* ög. dy " "' 

nnd hierans folgt dnrch Mnltiplication mit /< und Sammation Über t 

cf )+f cf )t+f (€)t = »• 

Vermöge dieser Identitäten kann die Gleichung (18.) geschrieben werden 



nnd da 



ist, 



= |1.^(/|/1)(^_J^) + |^.^(/|L)(J*?L_J^), 
^Pi »^dq^y^dy dx / aq^ t^dp^^^dx dy ^^ 

Cf ) = "Cf ) 



Wofern also nicht 3~ = i^^— ist, ergiebt sich 

Die Annahme, dass -^r— =!^-^^—-, ist jedoch ansznschliessen ; denn setzt man 

J ^^' ^P> 

= <'^)'«o folgt 



dp, 



dPi 



und wegen (17.) 



^=.„</^)=*(<f) 



(20.) 



öf. 



öA 



|r=*('f)=«|'.|r+-+'-f! 



,^=''«('^)=<'f^- 



) = „{,.|&. + ...+,,«A 



Ö^i 



Ög, 
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Daraus schliesst man aber, dass dv auf die Form gebracht werden kann 

dv = Mil,df,+ '"+Uf,) + Adx+Bdy + Ctdz,+ '^+C,di,, 
also 

V = F{fi...fn, X, y, Ä|. ..«,), 

was gegen unsere Voraussetzung ist (S. obige Anm. p. 193.) 

In den Gleichungen (19.) und (20.) ist für die Verhältnisse der 
Grössen /i.../» das Werthsystem zu nehmen, welches der Wurzel fi^ der 
Gleichung (p(ji) = entspricht. Bezeichnen wir dieses Werthsystem mit 
(![...( 9 so lauten jene Gleichungen in ausgeführter Schreibweise: 

Lassen wir r die Werthe von 1 bis n durchlaufen, so erhält man aus (21.) 
und (22.) 2n Gleichungen, die sich als Folge der Integralgleichungen 

Ü| = C| , • • • t>„ = c„ 

ergeben. Da nun unter der Voraussetzung, dass die Wurzeln itt,..,/i, 
sämmtlich von einander verschieden sind, die Determinante 

*i . • • *» 



^n 



n • • • *n 

von Null verschieden ist, so können die obigen 2n Gleichungen nur be- 
stehen, wenn einzeln 

9 dp, \ dy dx y ' T öp, ^ oy dx ^ 

und 

df, (dp, dq,\_^ ^dfnfdps dq,\_^ 

Tdq,\dy dxJ'^^' '•• Tdq,\dy dx ^ ^ 

stattfindet. Dies sind 2« Gleichungen zwischen den n Grössen -p- — ^ 

o dy dx 

(« = 1 , ... «). Wofern nun nicht die Functionaldeterminanten der f, nach 
je n der Variablen pi...pn, q^-qn genommen, sämmtlich verschwinden, 
was aus einem sogleich anzugebenden Grunde unzulässig ist, so müssen 
die genannten Grössen einzeln verschwinden, also 

dy dx ^ ' ' dy dx 
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sein, folglich sind, wie behauptet, die totalen Differentialgleichungen 

integrabel. 

Der Fall nämlich, dass die erwähnten Functionaldeterminanten ver- 
schwinden, ist die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 
zwischen den Functionen /i-../« eine die Derivirten pt...pn, yi«-«y« nicht 
enthaltende Relation existirt; man könnte demnach nicht, wie oben voraus- 
gesetzt, aus den Gleichungen 

/i = 0, . • . /« = 0, ©1 = Ci , ... «« = c^ 

die Grössen p und q als Functionen von x, y, «i...ä« bestimmen. 

Die Integration der obigen Gleichungen, welche ausser den n Con- 
stanten Ci...c^, die in den Ausdrücken für die p und q enthalten sind , n 
neue Constanten liefert, ergiebt die vollständige Lösung des vorgelegten 
Systems (1.) mit 2n Constanten. 

Ist iTjfc = const ein zweites von Vj, = const verschiedenes Integral 
des Systems (15.) für fi^/Hj^, und bedeutet y^kiPk,^k) ^^^^ willkürliche 
Function von r^ und ir*, dann wird auch V^tC«*, ir^t), fllr v eingesetzt, das 
System befriedigen, das aus (15.) hervorgeht, wenn fij, statt ^u und /J.../Ü resp. 
statt /i.../„ gesetzt wird. Da aber der im Vorhergehenden bewiesene Satz 
lediglich aus den Gleichungen (15.) hergeleitet wurde, so folgt, dass, wenn 
aus den 2n Gleichungen 

A^o, . . . A = o 

Pi'"Pn9 9i--*9n Als Functionen von x, y, Zi...sin bestimmt werden, alsdann 
die Gleichungen 

d!^i=Pidx+q,dy, ... dz^ = p^dx+q^dy 

wiederum integrabel werden, und ihre Integration liefert die allgemeine 
Lösung des Systems (1.) mit n willkürlichen Functionen. 

In dem besonderen bereits erwähnten Falle, dass die z in den ge- 
gebenen n Gleichungen (1.) nicht explicite vorkommen, gehen die n zu 
integrirenden Systeme (15.) von je « + 3 totalen Differentialgleichungen 
zwischen den 3» + 2 Variablen x, y, 2i--*2n5 Pi-^^Pm ^i"-?« in die folgen- 
den n Systeme von je drei totalen Differentialgleichungen zwischen den 2« +2 
Variablen x^ y, pi.../?«, ^i'-^f« über: 



wo 
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dy = iLidx, 

(23.) l"^'^)*' = -('-§■)''». 

('f)"'""('f) 
ist 

Bestimmt man hier ans den gegebenen Gleichungen /i = 0, ... /", = 
und den Gleichungen ©i = Ci ,...<?, = c, , wo ©r = c^ ein Integral des der 
Wurzel fir entsprechenden Systems (23.) ist, Pi^-^Pn und qi...qn als Func- 
tionen von X und y, dann müssen nach dem Vorhergehenden die Ausdrücke : 

Pidx + q^dy, . . . p^dx+q^dy 

genaue Differentiale werden, und man erhält 

^i=J{pidx+q,dy\ . . . ^n^^Jlpndx+q^dy) 

als die vollständige Lösung des vorgelegten Systems mit 2» willkürlichen 
Constanten. 

Lassen sich für jedes System (23.) zwei Integrale r^, Wr erhalten, 
und bestimmt man die p und q aus den 2n Gleichungen 

V^i(«i,tri) = 0, . . . V^„(c„,fr,) = 0, 

A = 0, ... /; = 

als Functionen von x, y, so stellt das System 

^i=Jlpidx + qidy), . . . Sn=J[pndx + q^dy) 

die allgemeine Lösung des Systems mit n willkürlichen Functionen dar. 
Im Falle des linearen Systems 

«IPiH halpn + cclqi^ hcilq^ = e,, 

• • • • • 

• • • • • 

welches a. a. O. betrachtet ist, und worin die a, a und e Functionen von 
X, y, «!...«„ bezeichnen, wird 
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(/^) = /i«J + -. . + /««? = (/«,), 
und die Verhältnisse der / werden durch die Gleichungen 

(toi) ~ a«,) ""*"" (teO "^ 
bestimmt, so dass die / ebenso wie fi blosse Functionen von x, y, Zi...z^ 
werden; ferner ist 

oder 

Multiplicirt man daher die n Gleichungen in der zweiten Zeile von (15.) 
der Reihe nach mit (fai)...(faj, so erhält man 

(toi)rf«i + -- + (to«)rf«n = {le)dx, 

welche Gleichung zu Coefficienten ebenfalls Functionen hat, in deren 
Argumenten die Derivirten p und q nicht vorkommen. Man kann demnach 
in dem hier betrachteten Falle aus dem System (15.) das die Variablen 
a?, y, Zi...z^ allein enthaltende System 

dy = fidx, 

{la,)dz, + '" + {la,)dz, = (le) 

von zwei totalen Diflferentialgleichungen aussondern, welches mit den Glei- 
chungen (10.) und (10^) § 1 a. a. O. übereinstimmt. 

Die übrigen Gleichungen in (15.) dienen zur Bestimmung der'p und g, 
sind aber unnöthig, da nach Integration der n Systeme, die aus dem vor- 
stehenden hervorgehen, wenn man für ^ die n Wurzeln der Gleichung 
y (^) := nimmt, die Functionen «i . . . a, und somit auch ihre Derivirten als 
Functionen von x und y bestimmt werden. 

Die Behandlung desjenigen Falles nichtlinearer partieller Differential- 
gleichungen, in denen die Derivirten in den Verbindungen Pr^t—Pt^r vor- 
kommen, nach der hier befolgten Methode, führt unter den a. a. O. angege- 
benen Bedingungen zwischen den Coefficienten ebenfalls auf das dort auf- 
gestellte System totaler Differentialgleichungen, das die Variablen x, y, 
Zi...z^ allein enthält 
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§2. 

Kicht lineare partielle Differentialgleichung nter Ordnung zwischen einer abhängigen und zwei unabhängigen 

Variablen. 

In der öfters citirten Abhandlung ist die Integration der linearen 
partiellen Differentialgleichung n^er Ordnung zwischen einer abhängigen und 
zwei unabhängigen Variablen unter Voraussetzung gewisser Integrabilitäts- 
bedingungen angegeben. Wir wollen nun nach einer ähnlichen Methode, 
wie sie im vorhergehenden Abschnitte befolgt ist, auch die Integration einer 
nicht linearen partiellen Differentialgleichung n^^^ Ordnung mit zwei unab- 
hängigen Variablen auf die Integration von Systemen totaler Differential- 
gleichungen zurückfuhren, deren Integrabilität vorausgesetzt wird. 

Es sei die zu integrirende Gleichung 

A^5 t/f «5 P9 q, r, 8, t, ... Pi.^.pn, ... q^i...^«+i) = 0, 
wo p, q, r, «, t, ... Pi'-'Pny ... q^i...^«+i bezüglich die Derivirten erster, 
zweiter, ... (n — 1)*% w^^^ Ordnung von s nach x und y bedeuten. 

Die Aufgabe ist , n von f verschiedene Functionen «i , ... w, der 
Variablen x, y, ä, ... ^i...^n+i von der Beschaffenheit zu finden, dass die 
aus den Gleichungen 

(1.) /=0, fi, = c,, ... w« = c„, 

wo C|, ... c, Constanten bedeuten, bestimmten Grössen ^„ ... ^„^.i als Functionen 
der Variablen x, y, js, p, qr, r, «,/,.. . /?i...p„, die Gleichungen 

\dpi = qidx + q2dy, dp2 = qidx + q^dy, ... dp„=q^dx + q^^^dy , 

(2.) j 

( dp = rdx + 8dy, dq =^ sdx + tdy, dz=pdx + qdy 

integrabel machen. 

Differentiirt man die Gleichung (1.) nach x und y und führt wieder 

die Symbole -r— , -r— zum Unterschiede von -^^r- , -- - ein, um anzudeuten, 

ax atj Gx Cry 

dass bei diesen Differentiationen Zj p, q^r, s^ t, • . . pi , ... p^ als Functionen 
von X und y angesehen werden sollen, so erhält man 

\ dq^ dx dqn dx dqn+i dx dx ' 

^ *^ i df öq, df dq. Bf dq^^, ^ df 

\ dq^ dy dqn dy dqn+i öy dy 

Die Integrabilität der Gleichungen (2.) erfordert, dass 

dq^ dq^ öq, __ dq^ dqn _ ^^"jiL 

öy dx ^ dy c'a? ' ' ' * dy öx ' 
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folglich 

• • • 

• • • 

Ans den vorstehenden Gleichungen ergiebt sich identisch 

dqx^-indqt + -+Kdq, = -^ rfa? + 1|- (rfy + Ä, rfx) 

WO A, , . . . i, noch zu bestimmende Functionen sind. Wir verfügen ttber die- 
selben nun in der Weise, dass die Gleichungen (3.) und (4.) unabhängig 

von den Derivirten -4^ , . • • ^ ' Folgen von einander sind, indem wir setzen : 

dx _ dy+A,d!g _ A, dy+A, dx _ _ A,_idy+A,d:!c _ A,<fy 

' dg, +A,dg,-| yXndq, _ dg,+A,dg,H hA,dg,+i 

dx dy 

Hiemach erhalten wir zur Bestimmung der X die Gleichungen: 

,. dy _ df ^ öf 
^^ dx ~ dq, ' dq, ' 



(4.) 



(6.) 



*^+'-' dx - dq, -Ög, ' 

14.1 dy__Jf_\df_ 
*«-t-*-i dx ~ dq, • dq, ' 

. Jy_ _ df . df 
*■' dx ~ Ög,+, • dq, ' 
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Addiren wir diese Gleichungen, nachdem wir zuvor die erste mit (-j~) , 
die zweite mit --(-^) n« s- f«? die vorletzte mit (—1)"""^-^ und die letzte 

mit (—1)" multiplicirt haben, so erhalten wir fllr -^ die Gleichung «*e° 
Grades * 

Die Wurzeln derselben seien /ii.../in9 und das System der i, welches der 
Wurzel fij, entspricht, werde mit i4*\..Ai*^ bezeichnet, so ergiebt sich aus 
(6.) leicht, dass ü^*^ die Summe der Wurzeln /i mit Ausschluss von /i^, AJ*^ 
die Summe der Producte zu je zweien, A^*^ die Summe der Producte zu je 
dreien u. s. f. der Wurzeln iet,,.,^j_,, /"*+!... u^ ist, oder auch, dass die 
Grössen it^*\ . . li^^ durch die für jedes /^ geltende Gleichung 

(*—f*k 

definirt werden. 

Man erhält so 

"'f**":ä:r" 3::: — ^*'5T"+f** 



im_ ^7t 5^1 ig) _ ^g, ^^2 ^g. „ ft f 

Sind die l auf die angegebene Weise als Functionen von ^u^ be- 
stimmt, so liefern die Gleichungen (5.) die folgenden n Systeme von je drei 

totalen Differentialgleichungen : 

dy = iLi^dx, 

(7.) 11^(^9^+ ^^*^rf?a + .- + i?>rf9.) = -^rfo., ^^^, , .^ 

Ist f von js und den Derivirten niederer als der «ten Ordnung frei, so dass 

-^ = -^, -—^ = -^, dann enthält jedes System drei Gleichungen zwischen 

den «4-3 Variablen x, y, yi..-y«+i« Im anderen Falle sind in jedem der 
Systeme zu den Gleichungen (?•) noch die Gleichungen (2.) hinzuzufügen. 
Wir beweisen nun folgenden Satz: 

26» 
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Es lasse sich jedem der Systeme (7.), nöthigen Falls mit Hinzuziehung 
der Gleichungen (2.), durch je ein Integral u^^ = Cj, genügen, und es mögen 
sich aus den Gleichungen 

/^==0, fii = Ci, ... fi« = c. 

?i«..y«+i als solche Functionen von x, y, p, q, r, *, t, ...pi..,p^ ergeben, dass 
das Gleichungssystem (2.) integrabel wird. Durch die Integration desselben, 

welche ^ J" ^ neue Constanten zuführt, erhält man das vollständige Inte- 
gral der Gleichung (1.) mit ^^^J" ^ +n= ^^^7" ^ Constanten. Kennt man 

von jedem der Systeme (7.) ausser Uj, = const noch ein zweites von ii* und 

f unabhängiges Integral u^ = const., so erhält man das allgemeine Integral 

der Gleichungen (1.) mit n willkürlichen Functionen, wenn man aus dem 

Systeme 

/=0, (piiUi,u[) = 0, ^2 («2 , «^2) = 0, ... y„(fin,wl) = 0, 

wo (pi...(pn willkürliche Functionen bedeuten, qi...qn+\ als Functionen von 
X, y, z und den Derivirten bis zur (n— ly®^ Ordnung bestimmt und wie oben 
bei der weiteren Integration verfährt. 

Beweis: Der Voraussetzung nach muss, wenn mit u eine der Func- 
tionen fit, u'k oder (f {u^, u[) bezeichnet wird, die Gleichung 

du ^ 
eine identische Folge der Gleichungen (7.) und (2.) sein. Setzt man nun 
in du für die Differentiale der Function 9 und ihrer partiellen Derivirten 
bis zur («— l)ten Ordnung incl. ihre Ausdrücke in dx und dy, so erhält man 

(8.) ^dx + ^dy + '^'+^dq,+ -' + -^^dq^^, = 0, 



wo 



du du , du ^ du , du , . du . . du 



»^ 



dx dx dz ^ dp dq dp^ ^ dp 

du du ^ du , du , du ^ , , du , , du 



dy dy dz ^^ dp dq dp, ^ dp, 

ist. Die Gleichung (8.) muss nunmehr eine identische Folge der Glei- 
chungen (7.) allein sein; folglich lassen sich drei Functionen M^ N, P, be- 
stimmen von der Beschaffenheit, dass identisch 



'" =. -M,u,+ N4r + P'^ 



dx ' dx dy ^ 



du 



dy ~ ' dg, "07,' ■•■ % -^^*' +'^^'-'>öq,' ••• 0?.+ .-'^^" dq, 
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Durch Elimination von M, N, P erhält man folgendes System von simul- 
tanen linearen partiellen Differentialgleichungen für ti 



(9.) 



tfdu du\ df _ df du df 

V dx ■•■'"* dy ^dq, "^ dx dq, '^ dy 



df du 1 



dqn+x XS*> ' 



du du ^(t) du m 



n 
(*) 



(, = 2, 3 ... ^\ 
X(*) = 1 ) 



Die erste Gleichung kann, da 



2(*) _ _ df df 



ist, geschrieben werden 



^ '^ <9g„+i dy dy dqn^i " ^ dq^ dx dx dq^J 

Die übrigen Gleichungen in (9.) sind der Ausdruck für die nothwendigen 
und hinreichenden Bedingungen dafür, dass die Gleichung 

du , öii «_, . . , ^,._, du . , ^v- öu 



(11.) = ^a--|^,«-H- + (-l)-|^^+(-l) 



dq^' 6q^' ^ dqn ^ ^ dqn^i 

mit der Gleichung 

(12.) = |^a--^.ü'-^+...+ (-ir-^^.u + (-l)- ^f 



dq, ' dq^' ^ ^ dqn ' ^ ^ dqn^i 

alle Wurzeln ,u,...^^ mit Ausschluss von ,tijt gemein habe. Denn wenn v 
die Wurzel der Gleichung (11.) bezeichnet, die sie mit der Gleichung (12.) 
nicht gemein hat, so ist >L[*^+iJi\y nach der Definition der l^^ die Summe 
der Producte aller Wurzeln der Gleichung (11.) zu je t — 1, wo li% = 
zu setzen ist, folglich 



dqi dq, 

fllr i = 2, 3, . . . fi und 

du du 



ii*>v. 



dqn^x dq, 

Substituirt man den aus der letzten Gleichung sich ergebenden Werth von 
V in die n— 1 ersten, so erhält man 

du du ,^-4 . du Äii\ 

3— = 3— ^< +:ä -TTiT, 0=2,3....*) 

dqi dq, dqn^i Xi*^ ' 

welche Gleichungen mit den n— 1 letzten Gleichungen in (9.) tiberein- 
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stimmen. Die Bedingung aber, dass die Gleichungen (11.) und (12.) n— 1 
Wurzeln ausser fi^ gemeinsam haben, führt uns in Verbindung mit (10.) 
unmittelbar zu einer anderen Form für das simultane System linearer par- 
tieller Differentialgleichungen für u. 

Denn bildet man aus ihnen zwei Gleichungen («—1)^» Grades, indem 
man einmal ^" dann ^u" eliminirt, die letzterhaltene Gleichung durch ^ 
dividirt, so müssen die Gleichungen 
/ du df du df N , / an df du Bf \ , 

V dq, dq, dq, dq, J^ ^ dq, dq, dq, dq, J^" "^'^ 

^dqn^i dq^ dq^ dqn^i^ ' 

/ du df du df \ , / du df du df \ , 
^dqn+t dq^ dq,dqn+i^^ ^ög»+i ög, dq^ dqn+i^^ 



vög„+i dqn dqn dqn^i^ 



dieselben «—1 Wurzeln gemeinsam haben, also die CoeflBcienten in beiden 
Gleichungen proportional sein, was die Relationen ergiebt 

du df du df du df du df 

dqnlt dq^ dq, dqn+i _ dqn+i dq^ dq^ dqn+i _ 

du df du df " du df du df 
~dq~ dq, dq, dq, dq, dq, dq, dq, 

du df du df 



_ dqn-\-\ dqn dqn Qgn-n 
du df du df 

dqn^i dq^ dq^ dg»+i 

Beachtet man noch, dass Ai*^ das Product aller Wurzeln obiger Gleichungen 
(«— 1)*«^ Grades ist, also 

du df du df 

.(i) _ ö qn^i dq^ dq, dqn^i 

^^ "" du df du df > 

ög, dq^ dq^ dqn+i 

und dass nach (10.) 

du df du df 
3(jt) _ ^^,+1 dy dy dqn^i 

dx dq^ dq^ dx 

SO lässt sich das System (9;) von n simultanen linearen partiellen Differential- 
gleichungen für 11, das dem System (7.) totaler Differentialgleichungen 
äquivalent ist, in der Form schreiben 
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du df du df 



du df du df 



j (Q _ dq,+t dg, dg, ög.+i _ dgn+\ dg^ dq^ dq,+i _ 



OK df du df 



du df du df 



(13.) 



dg, dg, 
du df 



du df 



ög, dg, 
du df 



du df 



dgn+i dg, 3g, ög,+i dgn+i dy dy ög,+i 

• • • S2S SS I -^ 



ÖU Ö/* ÖM Öf 



du df du df 



ö?»+i ö^i öj, Ö7«+| 



dr dg, dg, dx 



Nun erhält man durch Differentiation von ^=0 und ti = con8t nach x 

ög, cte dg,+i ''- ' 



dx 
du 



dx 



du 



dx dg, dx 

nnd hieraus durch Elimination von 

f du df 






dg 



»+1 



dx 



rf^i 



(14.) 



da; 
du df ^ f du df 



+(: 



du df\dq, 
dx dg, dg, da; ' ^dg, dg, dg, dg, ^^ dx 

du df du df \ dqn-^i _ 

dx 



•••+(- 



^) 



= 0. 



dg,+i ög, 9g, 9g, 
In gleicher Weise ergiebt die Differentiation nach y von f=0 und u =^c 



nnd Elimination von 



9g»+ 



(15.) 



dy 

du df 



du df 



dq»+t dy dy dq. 



f ^ du df du df \ dq, 
+1 ^9g,+i 9g, 9g, 9g,+i/ dy 

V9g,+i 9g, 9g, 9g,+i/ dy 



Mnltiplicirt man die Gleichung (14) mit Xl und zieht dann Gleichung (lö.) 
ab, so erhält man mit HerUcksichtigung von (13.) 

du df du df \f dg, dg, \ 



(16.) 



( 



du df 
dg«+i dg„ 



t\(. 

dqt dg„+|/V dx dy 

du 
dqn dq, 



df y ^^g-Ht dqn\ ^ Q 
gr^+i/^ dx dy y 



In dieser Gleichung ist unter u ein dem System (7.) totaler Differential- 
gleichungen oder dem äquivalenten System (13.), welches zur Wurzel i^^ 
gehört, genügendes Integral zu verstehen ; da aber die Gleichung (16.) die 
gewählte Wurzel ^ nicht enthält, so gilt sie flir ti =?tfi...ti„ (oder allge- 
meiner für 11 = (pi (fii, iii), ... f» = y«(ii„, f«!)). Die Determinante des Systems, 
welches man erhält, wenn man in (16.) der Reihe nach tfi...fi» substituirt, 
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stimmen. Die Bedingnog aber, dass die Gleichungen (11.) nnd (12.) m— 1 
Wurzeln ausser fit gemeinsam haben, fuhrt uns in Verbindung mit (10.) 
unmittelbar zu einer anderen Form fUr das simultane System linearer par- 
tieller Differentialgleichungen fUr u. 

Denn bildet man aus ihnen zwei Gleichungen («— l)»«» Grades, indem 
man einmal fi' dann fi° eliminirt, die letzterhaltene Gleichung durch fi 
dividirt, so müssen die Gleichungen 

f du df Su 6f \ ._, / du Öf du df \ ,_, 
y dg, dq, dq, äq, )^ \ dq, Ö9, Öq, dq. J^ +"" 

... + (-l)-.(/^|t-|!L_^) = 0, 

/• a» dr du af\ ._, f_su_sf_ sb ef \ . , 
vSiüTiSj, 5j, 3«.+,'"' ^aj.+, a», e,, aq„,J'' +'" 

\ög,+i dq. dq. dq.^.i-' 
dieselben n— 1 Wurzeln gemeinsam haben, also die Coefficienten in beiden 
Gleichungen proportional sein, was die Relationen ergiebt 



au 


Sf 


Su 


ar 




e« af 


au 


af 










W.l, 


^ 


-ei; 


a,„, 




a?.+. a?, 


"ä^ 


a,.„ 










■ a« 


Sf 


au 


af 




a» af 


a« 


af -• 










"5«r 


^' 


a«. 


ä«. 




Sl. Ä«, 


~5^ 


ö,. 


du 

a» 


Sf 

~.ag.- 
sf- 


au 




















ag.+i a?, 


a«, 


eq... 


Beachtet man noch, 


dass «'> das Product aller Wurzeln 


obiger Gleichnogen 


(»-i: 


1»« Grades 


ist, 


also 
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af 


ati af 


















i<" 




3^~ 
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a?, aq„, 










und dasB nach (10.) 




























du 


«T 


du af 


















«« 


= _*S!±L 


äy 


dy aq„, 











df du 

dx dq, dq, dx 
Bo läset sich das System (9;) von n simultanen linearen partiellen DiffiM'eJiäV> 
gleichungen fUr u, das dem System (7.) totaler Differentlalgleichuilpl 
äquivalent ist, in der Form schreiben 



i ■ ♦. •** ■ 



»■- . 






'— . . »- 



er 




r 
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und -~- — -r^ , . . . ~^^ — §^ als Unbekannte betrachtet, ist 

dx dy ^ dx dy ^ 






dUn öf 



dqn dq 



n+l 



Der Fall, dass ^ =0 ist, sei einstweilen ausgeschlossen. Der andere 

Factor ist die Functionaldeterminante der Functionen ti i . . . ti« ^ ^ in Beziehung 
auf 5^1... ^^„+1 als unabhängige Variablen; ihr Verschwinden würde anzeigen, 
dass zwischen diesen Functionen eine von ji...9„+i freie Relation existirte, 
folglich aus den Gleichungen 

Wi = c,, ... u^ = c«, /'=0, 

nicht q^i.-.^n+i als Functionen der übrigen Variablen bestimmt werden 
könnten — gegen die Voraussetzung. Da sonach obige Determinante nicht 
verschwindet, so muss einzeln 

dx dy ? • • • ^j. dy 

sein, folglich sind die Gleichungen 

dpi = qidx + q,dy, ... dp, = q^dxT q^^^dy 

integrabel, mithin 

rfp, -. dPi_ dpn^ __ dpn^i 

dx dy "^ ' ' ' dx dy 

Sind nun n^...n„_^ die Derivlrten (« — 2)*®^ Ordnung von a, so sind ebenso 
die Gleichungen 

d7ii=pidx + p,dy^ . . . dn^_^=p^_idx + p^dy 

integrabel, und so ergiebt sich, dass das System (2.) integrabel ist, was zu 
erweisen war. 

Wir bemerken noch, dass, wenn man in dem Gleichungssystem (13.") 
li^^ fortlässt, man statt der n Systeme linearer partieller Differentialgleichungen 
ein einziges, von k unabhängiges System von «—1 simultanen partiellen 
Differentialgleichungen zweiten Grades ftlr u erhält, welchem sämmtliclie 
u genügen müssen. Das äquivalente System totaler Differentialgleichungen 
erhält man aus (7.), indem man durch Wegschaffung der Wurzelgrössen ^u^ 
die ihnen entsprechenden n Systeme in ein einziges vereinigt, welches dann 
aus drei Gleichungen vom n^®^ Grade in Beziehung auf die Differentiale 
dxy dy, dqx^ ... dq^^i besteht. Die erste Gleichung wird offenbar 
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die beiden anderen ergeben sich, indem man für ^*\..A?^ ihre Ausdrücke 

durch /Uj substituirt, fij, durch -^ ersetzt. In dem Falle « = 2, ist 

9i =r, j2 = s, qz = f ; 
/ij ist Wurzel der Gleichung 

und 



iL 

Nach (7.) lauten also die beiden Systeme totaler Differentialgleichungen 

ersten Grades, auf deren Integration die partielle Differentialgleichung zweiter 

Ordnung 

f{x, y, s, p, q, r, «,0 = 

zurückgeführt ist, 

dy = fi^dx, 

(18.) '-|r*'''+(^-"*-|r)'^ = -■^*'^' (*=..») 

mit HinzufUgung der Differentialgleichungen 

dp = rdx + 8dy, dq =^sdx + tdy^ dsi=pdx + qdy. 

Die beiden Systeme (18.) ersten Grades lassen sich nun nach dem Obigen 
durch Wegschaffung der Wurzeln fi^ in ein einziges vereinigen, welches 
drei Gleichungen vom zweiten Grade in Beziehung auf die Differentiale 
dx^ dy, dr, ds, dl enthält. 

Substituirt man nämlich der Reihe nach in (17.) und den beiden 

letzten Gleichungen (18.) -^ für fi^, so ergiebt sich: 

(19.) /-^-*L + -^J!f! ^J*L-^ + ^ = 

^ dr dx ds dx dr dx dx dx ' 

df__ds^,df_Jt___df^^dy^df^ = 
dr dx ds dx dr dx dx dy * 

Journal für Mathematik Bd. XCIII. Heft 3. 27 
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WO zur Abkürzung 

dx ^ dzP^ dp ^^ dq^ '^ dx' 
dy "*" dz ^■*" dp '"^ ög ^ ■" äy 

gesetzt ist. 

Die Gleichungen (19.) in Verbindung mit den Gleichungen 

^* — -i. ^y rfp _ , äy dg _^ dy 

sind von Herrn Darboux*) unseres Wissens zuerst aufgestellt worden, und 
zwar ist er zu denselben durch die Methode der Vertauschung der Variablen 
gelangt. Das äquivalente System simultaner partieller DiflFerentialgleichungen 
erster Ordnung für u, wenn u irgend ein Integral des Systems totaler 
Differentialgleichungen bedeutet, lautet nach (13.) 

du_ df_ _^ du^ df_ ^^_^M- ^Jf ^M df 

/^r\\ dt dr dr dt __ dt ds ds dt ^ dt dy dy dt 

^ ^^ du df du df " du df du df "" du df du df ' 



ds dr dr ds dt dr dr dt dx dr dr dx 

und löst sich in zwei lineare Systeme auf, wenn man jeden der drei 
gleichen Ausdrücke gleich 

2(*) ^ rdf df\df 

^^ "" \di'''''~di^J''W 

setzt und dem Index k der Reihe nach die Werthe 1, 2 beilegt. 
Die Gleichungen 

df 2 df ,df r. 



und 



du ^ du . du ri 



dr ' ds "^ ' dt 

haben eine Wurzel gemeinsam. 

Je nach der gemeinsamen Wurzel zerfallen die u in zwei Klassen, 
und zur vollständigen Lösung der vorgelegten Differentialgleichung reicht 
es hin, eine Gleichung «i = von jeder Klasse zu haben, die eine will- 
kürliche Function enthält. Man erkennt hierin, sowie in dem Umstände, 
dass u gleichzeitig zwei homogenen partiellen Differentialgleichungen erster 



*) Darbouxy Sur les äquations aux däriv^es partielles du second ordre. Ann. de 
rEc. Norm. VIT 163—173. 
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Ordnung und zweiten Grades genügen mnss, die Bestätigung eines Satzes, 
den Herr Darboux 1. c. ausgesprochen hat. 

Wenn « = 1, d. h. für den Fall einer partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung ist qi=Py q^^q» und die Gleichungen (13.) gehen in die 
zwei Gleichungen über 

du^_df__du__^ öu df du df 

3 (*) _ ^7 dp dp dg __ dg dy dy dg 

dg dp dp dg dx dp dp dx 

woraus A?^ = 1 und die bekannte lineare partielle Differentialgleichung ftir u 

dx dp dy dg dp dx ög dy 

hervorgeht, welche, mit HinzufUgung der Gleichung dz=^pdx+qdy, dem 
System der totalen Differentialgleichungen 

^ -1 ^ ^ ^ df df df , df df df ^ 

dx:dy:d,:dp:dq = -J^:-^:p^+q-J^:^-^:^-J^=.^ 
ttqaivalent ist, wo 

dx ~ dx '^ di^' dy ~ dy^ d»^ 

ZU setzen ist 

« 

Zum Schluss behandeln wir noch den ausgeschlossenen Fall, dass 

-ß—=^0 ist. 
ogn-^i 

Wir müssen hierfür auf die Gleichungen (6.) zurückgehen; die letzte 

derselben zeigt, dass dann entweder -^ = oder i„ = ist. Die Gleichung 

(6*.) ergiebt in der That einen Wurzelwerth Null, und zwar sei iUj = ; 
dann sind nach (6.) die diesem Wurzelwerth zugehörigen Werthe für l 

2(1) _ iL . ^ 2 (1) - df ■ df 

^ ^ dg,' dg,' • • • ''• - dg. * dg, ' 

und dasjenige der Gleichungssysteme (7.), welches diesem Wurzelwerth 
entspricht, lautet demnach 

^^^''^ df ^ ^df , ^ . df , df , 

Das simultane System (13.) , welches diesem entspricht, wenn man & = 1 
setzt, enthält in der That unter den Quotienten, die ki^^ gleich gesetzt sind, 

27» 
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einen, der in Folge von ^ = den Werth -^ : -^ erhält. Die ttbrieen 

' ® oqn^i dqn dq^ ^ 

Werthe fi^ sind Wurzeln der Gleichung («— l)t«n Grades 

und ;l1*^ = für ä = 2, 3, . . . «. 

Das ju = M;fc zugehörige System wird 

(23.) (|^(rf9i+^^*^rf9^+- + ^i*^irf?-.i) = --^rf^. 

Wie sich aus (6.) ergiebt, hängen, da jetzt >Li*^ = ist, die >I4*^ • • • >Li*2i mit 
den Wurzeln fi der Gleichung (22.) in derselben Weise zusammen, wie im 
allgemeinen Falle die X[^^ . . . i?^ mit den Wurzeln der Gleichung (6*.). Da 
in unserem Falle femer das Gleichungssystem (23.) von der Variablen q^^i 
gänzlich frei ist, wird das Integral desselben Uj, = Cj, (ä = 2, ... n) auch 
von q^^i frei sein. Die Zähler in den Quotienten des Systems (13.) werden 
also sämmtlich Null, was mit i^*^ = übereinstimmt. 

Vermöge der Bemerkung über den Zusammenhang der X^*^ mit den 
fij, ersieht man, dass sich an den «—1 Systemen (23.) dieselben Betrach- 
tungen wie an den n Systemen (7.) anstellen lassen, und dass demgemäss 
die ersteren Systeme sich durch die «—1 Systeme linearer partieller DiflFe- 
rentialgleichungen für u 

uk) _ dqn dg, dq, dqn _ _ 
"-^" du df du df ~ 



5^2 ög, Ö7, öq^ 



dqn dqn-i 


Bqn-i dq. 


~ du Bf 


du df 


dqn dq, 


Ö9i ög. 


du 


df du df 


dqn 


dy dy dq. 


du 


df du df ' 



(i=2, 3,... •) 



dx dq^ dg, dx 

WO u wie f von gr«+i frei ist, ersetzen lassen. Man schliesst daraus weiter, 
wie oben, dass 

i(du_d^_du^df^Y^^^) + ... 
(24 ^ ! ^^" ^'' ^'' ^^" ^ ^^ 

^dqn dqn-x dqn-\ dqn^^dx dy ) 
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ist. Diese Gleichung, die vom Index Ar unabhängig ist, gilt für ti =tf2...ti«. 
Die Determinante des Systems, welches aus (24.) hervorgeht, wenn man 

ti=:Uj...fi^ setzt und -^ — ^, . . • -^ j^ als Unbekannte be- 
trachtet, ist 

^dqn^ — dq^ dq^i dqn 

Der Factor -^ kann nicht verschwinden, weil sonst die Gleichung (6*.) 

gegen die Voraussetzung zwei gleiche Wurzeln ^ = haben wttrde , und 
das Verschwinden der Functionaldeterminante wtlrde zur Folge haben, dass 
zwischen 112...11« und /"eine von ji...j„ und, da die ti und f q^^i nicht ent- 
halten, auch von q^^i freie Relation existirte, was ebenfalls ausgeschlossen 
ist Da mithin die Determinante des betrachteten Systems nicht ver- 
schwindet, so folgt, dass 

dx rfy ' * ' ' rfa; ~~ dy 

ist Es erübrigt noch zu zeigen, dass — ^^ = -j^ ist Hierzu betrachten 

wir das abgesonderte, der Wurzel ^ = entsprechende System der Gleichungen 
(21.). Ein Integral derselben sei fii = Ci, welches q^^i enthält, so genügt tii 
einem System simultaner linearer partieller Differentialgleichungen, welches wir 

aus (13.) erhalten, wenn wir -^^ = und >l?^ = ii*^ = -^ : «l^ (s.S. 211) 
setzen, nämlich: 

df du, df du, df du, df 

r^r. ^ ^g* _ ^gi+i ^9i _ _ ^Qn^i dqn-i ^gi.-n dy 

K^o) ^ ^ du^dl__du^df_ du^df__du^df^ ~" du. df du, df ' 

dq, dq^ dq, dq, dq^ dqn dq, dq, dqn dx dq, dq, dx 

Nun giebt aber* die Differentiation von ^=0 und iii = const nach x 

dx dq, dx dqn dx ' 

i«^_ , öu^^j du, dqn . du, dqn+i ^ q 

dx dq, dx dqn dx ' dqn+i dx ' 



und die Elimination von 



dx 



(26.) 



dx dq, dq, dx ^dq^ dq, dq, dq^J dx 

/ du, df du, df \dqn du, df dqn+i _ q 
\dqn dq, dq, dqn^ dx "^ dqn+i dq, dx 
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Die Differentiation von /* = nach y giebt ferner : 

^"^^•^ dy ^dq, dy^ ^ dq, dy " "' 

Multiplicirt man (26.) mit 3^-3-^ ^^^ (27.) mit -^ — ^— und zieht ab, so 
erhält man in Berücksichtigung von (25.) 

5^«+i ög, ^rfa; rfy / öj«^.! dqn-i ^ dx dy J 



Wie vorhin bewiesen, ist 



öjn+i dqn^ dx dy y 



dx dy ' ' ' ' rfa; dy ' 

und da ferner nach unserer Voraussetzung weder ^ **' noch -J- ver- 
schwindet, so muss — i!^±i- = -^2- sein. 

' dx dy 

Berlin, im Januar 1882. 



215 



Zur synthetischen Construction der Complexe zweiten 

Grades. 

(Von Herrn Wilhelm Stahl in Aachen.) 



JJie Kummer^che Fläche vierter Ordnung und Klasse mit sechzehn 
singulären Punkten und Ebenen ist in ihrer Eigenschaft als Singularitäten- 
fläche des allgemeinen Complexes zweiten Grades analytisch von Herrn 
F. Klein*) ausführlich untersucht worden. Nachdem auf synthetischem 
Wege durch Herrn Reye**) diese Fläche mit dem Systeme der Doppel- 
tangenten construirt ist, liegt es nahe, hieran anschliessend die Construction 
des Complexes zweiten Grades zu versuchen. Es gelingt dies, indem wir 
die Lagen der zwölf Strahlen der sechs Fundamentalcomplexe betrachten, 
welche in einer Ebene liegen oder durch einen Punkt gehen. 

Hierzu sind einige Httlfssätze erforderlich, welche sich auf Flächen- 
bttschel zweiten Grades beziehen und von Herrn Hamack bereits dargestellt 
worden sind. Die synthetische Behandlung derselben ist sehr einfach und 
soll desshalb vorangeschickt werden. Die Beweise mancher Sätze sind 
im weiteren Verlaufe der Betrachtungen der Kürze halber oft nur angedeutet, 
aber haben keine besonderen Schwierigkeiten. 

§1. 

1. Es seien gegeben eine Raumcurve dritter Ordnung «j, eine 
Sehne derselben a und eine Fläche zweiter Ordnung Fj , welche die ersteren 
enthält. Die Secanten von 03, welche auf F? liegen, schneiden 03 in den 
Punktepaaren einer Involution. Durch den einen Punkt eines Paares legen 
wir eine Gerade der zweiten Schaar von F, und bestimmen ihren Schnitt- 



*) Kleiuy zur Theorie der Liniencomplexe des ersten und zweiten Grades. Math. 
Ann. ßd. 2, S. 198. 

**) Rüye, dieses Journal Bd. 86, S. 97. 
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pnnkt mit a; durch den anderen Punkt legen wir eine Gerade, die einer 
zweiten durch a und a^ gehenden Fläche F2 angehört und nicht Secante 
von «3 ist, und bestimmen ebenfalls ihren Schnittpunkt mit a. Es entstehen 
so auf a zwei projective Punktreihen, welche in Involution stehen, denn ein 
Paar ist stets das Schnittpunktepaar von a, mit a. 

2. Auf einer Regelschaar zweiten Grades seien gegeben zwei 
Strahlen a und b und zwei Raumcurven dritter Ordnung a^ und /%, welche 
diese Strahlen zu Secanten haben. Die beiden Raumcurven haben vier 
gemeinschaftliche Punkte, durch welche die Strahlen c, rf, c, f der Regel- 
schaai* gehen mögen. Letztere treffen a^ resp. ß^ zum zweiten Male in je 
vier Punkten, welche entsprechende Punkte projectiver Punktreihen auf a, 
und ßi sind. Die Geraden a und b werden durch die Strahlen c', tf, e\ f, 
welche der anderen Schaar angehören und durch dieselben vier Punkte gehen, 
projectiv auf einander bezogen. 

3. Es sei Gl die Grundcurve eines Btlschels von Flächen zweiter 
Ordnung; iV|, iV,, iVj, N^ seien die Ecken des gemeinsamen Polartetraeders. 

N1N2 und N^N^ sind reciproke Polaren für alle Fj. Je zwei Punkte A und 
A' von Gl, deren Verbindungsgerade diese reciproken Polaren schneidet, 
sind durch dieselben harmonisch von einander getrennt Je zwei Strahlen 

einer Regelschaar von Fj, welche durch iViiVj und N^N^ harmonisch ge- 
trennt liegen, sind die Paare einer Involution. Diese Paare enthalten die 
Punkte A resp. A'. Jede Secante oder Tangente von C» projicirt die Punkte- 
paare A^ Ä durch einen involutorischen Ebenenbüschel. Die Kegel Ni 
und N2 und ebenso N^ und iV« des Flächenbüschels können zur Construction 
der Punktepaare A, Ä dienen. Ist ß ein beliebiger Punkt von Ci, so 

treffen die Geraden BN^ und BN^ oder ÄiV^ und BJi^ die d zum zweiten 
Male in einem Punktepaare A^ Ä. 

In dem Büschel der F2 bestimmen wir jetzt eine Involution, in 
welcher die Kegel Ni und iVj ein Paar, die Kegel iVj und JV» ein anderes 
bilden. Eine Tangente von C| an dem beliebigen Punkte B ist der Träger 
eines involutorischen Ebenenbüschels, dessen Paare Tangentialebenen an 
den Paaren des Flächenbüschels sind. Zwei der Paare des Ebenenbüschels 
welche von den Kegeln Ni und N2 sowie von den Kegeln iVj und N^ her- 
rühren, gehen durch Punktepaare A, Ä von d. Die Paare Mes involu- 
torischen Ebenenbüschels projiciren demnach die Punktepaare A^ Ä. Jede 
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der Ordnungsflächen der betrachteten Involution hat die Eigenschaß , dass je 
awei ihrer Erzeugenden verschiedener Schaaren, welche in einem beliebigen 
Punkte eon C^ zusammentreffen^ diese zum zweiten Male in einem Punktepaare 
Ay Ä schneiden^). Da drei Involutionen durch verschiedene Anordnungen 
der Punkte N möglich sind, so erhält man drei Gruppirungen von je zwei 
Punkten auf Ci und sechs Flächen des Büschels, welche paarweise als 
Ordnungsflächen zu derselben Gruppirung gehören. Die zu einem Punkte 
von Gl in den drei Involutionen gehörenden Punkte bilden mit dem ersten 
eine Quadrupelanordnung auf C|. Je zwei Punkte eines Quadrupels bilden 
ein Punktepaar für eine Involution. Die zu einer Fläche F, gehörenden 
drei Flächen des Büschels liefern mit der ersten eine Quadrupelanordnung. 
Je zwei Flächen eines Quadrupels sind ein Paar einer der drei Involutionen. 

4. Hat die Grundcurve C^ einen wirklichen Doppelpunkt D, so 
vereinigen sich in ihm zwei Punkte N. Von den drei Involutionen bleibt 
nur eine eigentliche übrig, von welcher der Kegel D ein Ordnungselement 
ist Das andere ist eine Fläche F,, welche durch die Kegel A^^ und N^ 
von D harmonisch getrennt ist. 

5. Sechs Punkte A, B, C, D^ F, F einer allgemeinen d mögen 
so liegen, dass sie von einem Punkte U von C^ durch sechs Strahlen eines 
Kegels zweiter Ordnung projicirt werden. Es soll bewiesen werden, dass 
die den sechs Punkten in einer der Involutionen zugeordneten A\ B\ C^ ... F' 
von U ebenfalls durch Strahlen eines Kegels zweiter Ordnung projicirt 
werden. 

Es ist 



UAiC, D, E, F)']\UB{C, D, E, F), 
femer nach 3, TJÄ(C\ D', E\ F')7\ KJ(C, D, E, F), 

J]B\fi\ D\ E\ F') "a IJB{C, D, F, F). 
Daher folgt: UÄ{C\ D\ E\ F') Ä f^(C', D, E\ F'). 

■ • 

Die Strahlen U{A, B, C, D\ E', F') liegen auf einem Kegel und desshalb 
sind die Strahlen U{A', B, C, D, E, F) und schliesslich U{A', B', C, D', £', F') 
sechs Strahlen eines Kegels zweiter Ordnung. Sind U', U", U'" die drei 
mit U ein Quadrupel bildenden Punkte auf C«, so folgt nun auch, dass 



•) Vgl. Harnack, Math. Ann. Bd. 12 S. 47. 
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U'{A, B, C, D, E, F), Ü'\A,... F) und U'"{A, ..• F) je sechs Strahlen eines 
Kegels zweiten Grades sind. Hieraus ergiebt sich der Satz: 

Die Kemfläche des Gebüsches mit den sechs Grtmdpmnkten A^ B, . . , F 
wird von jeder durch diese Punkte gelegten d in vier Punkten geschnitten^ 
welche auf C^ ein Quadrupel bilden. 

§2. 

6. Wir denken uns die sechs Strahlensysteme zweiter Ordnung und 
Klasse, welche dieselbe Kummer&che Fläche zur Brennfiäche haben, auf 
dem von Herrn Rege eingeschlagenen Wege construirt *) ; die wichtigsten 
Sätze sind folgende: 

Ein F2- Gebüsch mit sechs Grundpunkten 1, 2, ... 6 ist projectiv 
auf ein räumliches System -2*1 bezogen, so dass jeder Fläche eine Ebene 
von -5*1 entspricht und jedem seiner Fi-Büschel ein zu demselben projectiver 
Ebenenbüschel erster Ordnung von 2^. Die Punkte der cubischen Raum- 
curve &3, welche die sechs Punkte 1, ...6 verbindet, sind assocürte Punkte 
des F2- Gebüsches und entsprechen alle einem und demselben Punkte (0) 
des Raumes -Sj. Das Sehnensystem von k^ ist auf den Strahlenbttndel (0) 
projectiv bezogen und zwar so, dass die collinearen Strahlenbündel, durch 
welche es aus den Punkten von k^ projicirt wird, zu dem Bündel (0) 
reciprok sind. Je zwei assocürte Punkte in dem Räume des Gebüsches 
sind durch eine Sehne von k^ verbunden und entsprechen einem und dem- 
selben Punkte von 2^. Einem Strahle a von einem der Bündel 1, ... 6 ist 
eine Raumcurve dritter Ordnung «3 associirt, welche durch die fünf übrigen 
Punkte geht und a zur Sehne hat. Die einander associirten Punkte von 
a und «3 sind verbunden durch Sehnen von &3, welche auf einer Fläche 
des Gebüsches liegen. Einer solchen Geraden a entspricht in -S, wieder 
eine Gerade, welche projectiv auf sie bezogen ist. 

Den sechs Strahlenbündeln 1, ... 6 entsprechen in JS^ sechs Strahlen- 
systeme zweiter Ordnung zweiter Klasse I, H, ... VI, welche in sechs ver- 
schiedenen linearen Strahlencomplexen liegen und die zugehörigen Null- 
systeme bestimmen. Die gemeinschaftliche Brennfläche *♦ der sechs 
Strahlensysteme ist in jedem dieser Nullsysteme sich selbst zugeordnet, so 
dass jedem Punkte von *4 eine durch ihn gehende Ebene von *♦, jedem 



*) Vergl. Reye a. a. 0. und Geometrie der Lage Bd. 2. 
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Knotenpunkte aber eine singulare Ebene zugeordnet ist Durch Abbildung 
vermittelst eines dieser Nullsysteme geht jedes der sechs Strahlensysteme 
in sich selbst Über. Der Fläche ^4 entspricht im Räume des Gebüsches 
die Eemfläche desselben. 

7. Es sei Fj eine beliebige Fläche des Gebüsches ; a, 6, c, d, e, f 
seien die sechs Geraden der eineor, a\ V] c', d\ e\ f die sechs Geraden der 
anderen Regelschaar von F^, welche durch die Punkte 1, ...6 gehen. F2 
sei die Fläche, welche die durch alle Punkte von a gehenden Sehnen von 
ÜTs enthält; V[ schneidet F, in «3. Dann folgt aus § 1, 1: Die den zwölf 
Geraden in -2'i entsprechenden Strahlen liegen in einer Ebene ^ der Art 
angeordnet, dass jeder Strahl von zehn der übrigen, welche paarweise fünf 
Strahlensystemen angehören, in fünf Punktepaaren einer Involution ge- 
schnitten wird. Aus § 1, 2 folgt: Die zwölf in einer Ebene liegenden Ge- 
raden der sechs Strahlensysteme lassen sich auf 32 verschiedene Arten zu 
Gruppen von je sechs vereinigen, welche einen Kegelschnitt umhüllen. 

Die erste Folgerung lässt erkennen, dose die sechs Geradenpaare 
der Strahlensysteme ^ als Cwrven zweiter Ordnung aufgefasst^ einem und dem- 
selben Cureennetze angehören. 

8. Die Hesse^che Curve dritter Ordnung H^ dieses Netzes geht durch 
die sechs auf einem Kegelschnitte a liegenden Schnittpunkte A^ B, C, D^ E, F 
der zu den Strahlensystemen gehörenden Geradenpaare. Die Cayfeysche 
Curve C3 des Netzes wird von den zwölf Geraden der Systeme berührt 
Die sechs Punkte A^By...F haben auf der H^ conjugirte Punkte A, B\... F\ 
welche auf einem Kegelschnitte o' liegen. Herr Cremona hat nun gezeigt*), 
dass alle Kegelschnitte eines Netzes als die ersten Polaren von den Punkten 
der Ebene in Bezug auf eine durch das Netz vollkommen bestimmte Curee 
dritter Ordnung G3 aufgefasst werden können. Nach dem Vorgange des 
Herrn Geiser**) können wir aus dem Netze eine einfach unendliche Schaar 
von Kegelschnitten herausgreifen, indem wir zu den Punkten von a' die 
ersten Polaren in Bezug auf G^ bestimmen. Die Schaar ist dadurch ein- 
deutig auf die Punkte von a' bezogen. Alle Curven der Schaar umhüllen 
eine Curve vierter Ordnung, welche, wie sich später ergeben wird, der 
Schnitt von /a mit der Brennfläche *4 ist Zu den sechs Punkten A', B', ... F' 



*) Einleitung in eine geometrische Theorie der ebenen Curven. 
**) Oeiser, lieber die S/etnerschen Sätze etc., dieses Journal, Bd. 72, S. 370. 
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gehören als erste Polaren die Geradenpaare der Strahlensysteme, die desB- 
halb Curven der Sehaar sind. Ausserdem besitzt die Schaar keine Linienpaare. 

9. Die Polaren eines beliebigen Punktes P von fi in Bezug auf 
alle Curven der Schaar bilden einen Strahlenbüschel aweUer Ordnung n^ 
der projeetiv zu & ist. Diese Polaren sind nämlich die zweiten gemischten 
Polaren des Punktes P und der Punkte von a' in Bezug auf G,; sie bilden 
also die Polarfigur der Punkte von a' in Bezug auf die erste Polare von P. 
Durch den Punkt P gehen zwei Curven der Schaar, welche die zu n ge- 
hörenden Strahlen als Tangenten haben. Jeder Bttschel des Netzes ent- 
hält zwei Curven der Schaar. 

10. Der Ort der Pole einer beliebigen Geraden / von fi in Bezog 
auf alle Curven der Schaar ist eine Curve vierler Ordnung l^ mit drei 
Doppelpunkten. Dieser Ort wird als Schnitt entsprechender Strahlen zweier 
projectiven Strahlenbüschel zweiter Ordnung gefanden. A4 geht durch die 
sechs Punkte A^ B^... F. l schneidet H^ in drei Punkten, deren conjugirte 
die drei Doppelpunkte von A4 sind, da / mit jedem dieser Punkte Polare 
und Pol für einen dem Netze angehörigen Bttschel bildet Die Punkte 
von A4 sind projeetiv zu denjenigen von a'. Ist / eine Tangente der 
Cay%schen Curve, so liegen zwei der Doppelpunkte von A4 auf /. Eine 
beliebige Linie / wird von vier Curven der Schaar in den Schnittpunkten 
von / mit A4 berührt. 

11. Analoge Betrachtungen lassen sich für die Geraden der sechs 
Strahlensysteme ausführen, welche durch irgend einen Punkt M des Raumes 
gehen. An Stelle der Curven der Schaar in .a treten hier Kegelflächen^ 
welche sechsmal in Linienpaare zerfallen. Den Ebenen a, ß^ y, J, €, ^ der 
Linienpaare sind in Bezug auf alle Kegel der Schaar sechs andere Ebenen 
eines Ebenenbüschels zweiter Ordnung «',/?',... ^ conjugirt. Auf diie^en 
Ebenenbüschel ist die Kegelschaar eindeutig bezogen. Einer beliebigen 
durch M gelegten Ebene sind in Bezug auf die Kegelschaar die Strahlen 
einer Kegelfläche zweiter Ordnung als Polaren zugeordnet. Einem beliebigen 
Strahle / von M ist ein Ebenenbüschel vierter Ordnung L^ mit drei Doppel- 
ebenen als Ort der Polarebenen in Bezug auf die Kegelschaar zugewiesen. 
Der Ebenenbüschel vierter Ordnung ist auf den Büschel zweiter Ordnung 
der a'^ . . . ^' projeetiv bezogen. 

12. Ist iLL eine Tangentialebene der Brennfläche ^4 und M ihr Be- 
rührungspunkt, so bestehen alle Curven des Netzes, also auch der Schaar 



{ 
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aa8 doppelt »u fsählenden Geraden des StrahlenbUschels (M,fi). Dem Pankte 
M ist in Bezug auf das Netz jeder Pankt von fi conjagirt. Analoges gilt 
fttr die Kegelschaar, deren Mittelpunkt M ist — 

§3. 

13. Zwei beliebige Ebenen des Raumes enthalten Curvennetie^ welche 
projectiv der Art auf einander belogen werden können^ dass die iu denselben 
Strahlensystemen gehörenden Linienpaare einander entsprechen. Wir haben, 
um dies zu zeigen , nur zu beweisen, dass die sechs Punkte A^... F' auf 
& fttr alle Ebenen fi eine constante projective Relation ergeben. 

Es sei / der Schnitt von fi mit einer der singulären Ebenen der 
Brennfläche; der Punkt P sei einer der Schnittpunkte von / mit der 
Hesseschen Curve in fi. P hat in fi einen conjugirten Punkt P' in Bezug 
auf alle Curven des Netzes in jn; die beiden Punkte sind harmonisch ge- 
trennt durch die sechs Strahlenpaare der Systeme. Beschreibt fi den 
Bttschel /. so wird die von dem festen Punkte P harmonisch durch das 
Strahlenpaar eines Systems getrennte Gerade eine Regelfläche beschreiben. 
Wir wissen, dass alle Geraden eines Strahlensystemes , welche / treffen, 
eine Regelfläche dritter Ordnung erfüllen, deren einfache Leitgerade / ist, 
deren Doppelgerade aber durch den singulären Punkt von *4 geht, welcher 
der singulären Ebene in Bezug auf dieses System . entspricht. Es folgt 
hieraus, dass der gesuchte Ort der vierten harmonischen Geraden eine 
Regelschaar zweiten Grades ist. Wir erhalten so sechs Regeischaaren 
zweiten Grades, welche ausser in / sich zu je zweien in einer cubischen 
Raumcurve schneiden. Diese Raumcurven gehen sämmtlich durch P' und 
die Berührungspunkte der beiden durch / gelegten Tangentialebenen von 4>4. 
Sind U und V die Schnitte von / mit dem in der singulären Ebene befind- 
lichen Berührungskegelschnitt und ist W durch U und V von P harmonisch 
getrennt, so wird die Regelfläche dritter Ordnung eines jeden Systems zwei 
in der singulären Ebene liegende durch U und V gehende Strahlen ent- 
halten und die cubischen Raumcurven gehen desshalb sämmtlich durch 
den Punkt W. 

Fünf dieser Curven, welche in einer Regelfläche liegen, bestimmen 
auf den Geraden der Regelschaar, die nicht zu den Secanten gehören 
(diese sind die von P harmonisch getrennten Geraden), je fünf Punkte, 
welche entsprechende Elemente projectiver Punktreihen sind. Es bleibt 
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desfihalb die projective Relation der sechs Polaren von P in Bezug auf 
die in einer Ebene fi liegenden Geradenpaare der Strahlensysteme bei der 
Drehung von ^ um / ungeändert Die Relation ist stets gleich derjenigen 
von den sechs Punkten A, ... F' auf dem jedesmal auftretenden Kegel- 
schnitte a'. Fällt u in die singulare Ebene, so sind die Punkte AyB,...F 
die in den sechs Systemen der Ebene zugeordneten Punkte auf dem Bertth- 
rungskegelschnitte. Die denselben conjugirten Punkte liegen auf dem gleichen 
Kegelschnitte und sind von den ersten durch U und Y harmonisch getrennt 
Die projective Relation der sechs Punkte Ä^ ... F' in einer heUebigen 
Ebene ist desshalb stets gleich der Relation der sechs singulären Punkte m 
einer Ebene^ also constant. 

14. Da die sechs durch einen singulären Punkt von ^4 gehenden 
singulären Ebenen dieselbe projective Relation haben wie die in einer 
singulären Ebene liegenden Punkte, so muss die projective Relation der 
sechs Ebenen «', ß'^ . . . ^', welche für einen beliebigen Punkt M des 
Raumes sich ergeben, ebenfalls constant und gleich derjenigen der Punkte 
Ay ... F' in einer beliebigen Ebene /i sein. 

15. Man kann alle Ebenen /n und alle Strahlenblindel M projectiv 
auf eine feste Ebene x beziehen, in welcher die sechs den Punkten -.4', ... F' 
und den Ebenen a, ... ^' entsprechenden Punkte ebenfalls mit A, ... F' 
bezeichnet werden sollen. Sie liegen in einem Kegelschnitte & und zeigen 
die oben genannte constante projective Relation. Zu jedem Punkte von a' 
gehört nun in jeder Ebene /n eine bestimmte Curve zweiten Grades und in 
jedem Strahlenbündel M eine bestimmte Kegelfläche. Wir werden zeigen, 
dass diese Curven und Kegel die Complexcurven resp. Complexkegel eines 
Liniencomplexes zweiten Grades sind, und werden einstweilen schon diese 
Bezeichnung für die Curven und Kegel einführen. 

16. Ist /Lt eine Tangentialebene von 4»« und M der Berührungspunkt, 
so ist die projective Relation der sechs in /ll liegenden durch M gehenden 
Strahlen der Systeme gleich derjenigen der zugehörigen Punkte von a\ 
Eine Complexcurve in /i besteht aus einer doppelt zu zählenden Geraden, 
welche durch M geht und sich projectiv mit dem entsprechenden Punkte 
auf & bewegt Eine solche in fi liegende Linie, welche als Curve und 
Kegelfläche eines Complexes gelten kann, nennen wir eine singulare Linie 
des Complexes. 
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§4. 

17. Wir gehen auf die Herleitung der Strahlensysteme aus dem 
Flächengebüsche zurück und machen eine Anwendung von den Sätzen 
in § 1, 3. 

Einer Curve C4, welche durch die sechs Punkte 1, ... 6 geht, ent- 
spricht in -2*1 eine Gerade /. Die Punktquadrupel auf C4 werden als Punkt- 
quadrupel auf / übertragen und bestimmen auf dieser Geraden drei Invo- 
lutionen. Es werden nämlich die Punktquadrupel von C» von irgend einer 
Sehne von C4 durch Ebenenquadrupel projicirt, und diese übertragen die 
Quadrupelanordnung auf eine Regelschaar zweiten Grades, welche aus ge- 
meinschaftlichen Sehnen von C« und k^ besteht. Diese Quadrupel der 
Regelschaar bestimmen drei Involutionen, welche bei der Abbildung auf 
den Raum 2i auf einen Strahlenbüschel übertragen werden, dessen Mittel- 
punkt (0) ist und dessen Ebene durch / geht. So entstehen durch die 
Quadrupelanordnung auf / drei Involutionen. Ein Quadrupel auf / bilden 
die vier Durchschnittspunkte mit *4 (§ 1, 5). Andere finden sich, indem 
man durch die Berührungspunkte der vier durch / gelegten Tangential- 
ebenen von *4 die Strahlen eines der Systeme construirt und sie zum 
Schnitte mit / bringt. Da die singulären Linien in diesen Berührungspunkten 
projective Büschel zu der Punktreihe auf o' beschreiben und es sechsmal 
vorkommt, dass die in einem Complexe befindlichen singulären Linien in 
Quadrupeln auf / eintreffen, so schneiden je vier einem Complexe angehörende 
singulare Linien durch die Berührungspunkte der vier Tangentialebenen 
die Gerade / in einem Punktquadrupel. 

18. Die Curve C4 war der Träger von drei involutorischen Flächen- 
büBcheln (§ 1, 3). / ist somit der Träger von drei involutorischen Ebenen- 
büscheln. Je vier Ebenen sind zu einem Quadrupel in analoger Weise 
vereinigt, wie vier Flächen des Büschels d. Ein solches Quadrupel bilden 
die vier Kegelflächen durch C4, wesshalb die vier Tangentialebenen durch 
/ an *4 ein Quadrupel des Ebenenbüschels liefern. Andere Ebenenquadrupel 
erhält man in folgender Weise. Man bestimme die vier durch die Schnitt- 
punkte von / mit *4 gehenden in den Tangentialebenen dieser Punkte 
liegenden singulären Geraden irgend eines Complexes und projicire dieselben 
durch Ebenen des Büschels /. Die sechs Ordnungsebenen der drei Invo- 
lutionen haben die Eigenschaft, dass / in jeder von ihnen Tangente der 
Cay /eyschen Curve des Netzes ist, welches durch die Strahlensysteme be- 
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stimmt wird. Es folgt nämlich aus § 1, 3, dass die sechs Strahlenpaare 
der Systeme in einer solchen Ebene in sechs Panktepaaren einer Involution 
/ treffen. 

Die sechs Ordnungspunkte der Involutionen auf l, sowie die sechs 
Ordnungsebenen der ineolutorischen Ebenenbüschel l gehören paarweise «n- 
sammen der Art^ dass ein Paar conjugirter Punkte auf l in Be%ug auf die 
Netze in zwei ein Paar bildenden Ebenen mit einem Paare der Ordnungen 
punkte auf l zusammenfällt. Jeder der sechs Ordnungspunkte auf l ist Mittel^ 
punkt eines Netzes von Kegelflächeti^ für welche l ein Strahl des Caglegschen 
Kegels ist. Die beiden zu dem Ordnungspunkte gehörenden Ordnungsebenen 
sind in Bezug avf alle Kegel des Netzes einander conjugirt. 

19. Es sei m eine Tangente von *♦, M ihr Berührungspunkt, und 
/i die Tangentialebene in M. Der Geraden / entspricht im Räume des 
Flächengeblisches eine Curve vierter Ordnung mit einem Doppelpunkte 
(§ 1, 4.). Ausser ju gehen noch zwei Tangentialebenen der *♦ durch L 
In derjenigen Ebene v^ welche durch jene von u harmonisch getrennt ist, 
ist m Tangente der Cayley^chen Curve. Das auf m bestimmte Paar con- 
jugirter Punkte besteht aus M und dem Punkte iV, welcher von M durch 
die Schnitte von m mit ** harmonisch getrennt ist 

20. Die sämmtlichen m schneidenden Strahlen eines der Systeme 
I... bilden eine Regelfläche vierter Ordnung, welche die Linie m und die 
derselben im Nullsysteme I... entsprechende Gerade m' zu Doppelgeraden 
hat. Eine Doppelerzeugende r ist die durch M gehende Gerade des Systems 
I..., welche auch in /u liegt. In jeder durch m gelegten Ebene bestimmen 
wh* die Gerade, welche von M durch die beiden in dieser Ebene befind- 
lichen Strahlen des Systems I . . . harmonisch getrennt ist. Man findet leicht, 
dass der Ort dieser Geraden eine Regelschaar zweiter Ordnung ist, welche 
r enthält und desshalb *4 im Punkte M berührt. Im Punkte N ist v Tan- 
gentialebene der Regelschaar. Je zwei der auf diese Weise durch ver- 
schiedene Systeme entstandenen Regeischaaren schneiden sich ausser in m 
in einer cubischen Raumcurve q^ , welche durch M und N geht und daselbst 
von in resp. r berührt wird. Alle q^ haben ausserdem die Berührungspunkte 
der beiden durch m gelegten Tangentialebenen von 4»« mit einander gemein. 
Die fünf in einer Regelfläche liegenden q^ bilden Bestandtheile eines 
93-Büschels, dessen Elemente auf den Strahlen der Regelschaar projective 
Punktreihen ausschneiden. Zu jedem Complexe gehört eine bestimmte q^ 
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dea Büschels. Zwei Carven q^ , die za demselben Complexe gehören, aber 
auf verschiedenen Regeischaaren liegen, können durch eine nene Kegelfläche 
zweiten Grades verbunden werden. Die Strahlen derselben, welche m 
sehneiden, sind die Polaren des Punktes M für Complexcurven eines und 
desselben Complexes, welche in den Ebenen des Büschels m liegen. So 
gehört zu jedem Complexe eine Regelschaar. In der Ebene v bilden die 
Polaren von M für alle Curven der in r liegenden Schaar den Strahlen- 
bttschel N. Die zur Geraden m dieses Büschels gehörende Curve der 
Schaar berührt m in M. Zu dem diese Curve enthaltenden Complexe ge- 
hört eine Regelfläche, für welche sich eine Gerade der einen Schaar mit 
einer Geraden der anderen in m vereinigt und welche in M und N von den 
Ebenen ^ resp. v berührt wird. Die Regelfläche muss desshalb aus zwei 
Ebenen bestehen und wird von jeder durch m gehenden Ebene nur in m 
geschnitten. Aus diesem Grunde ist die Gerade m die Polare des Punktes 
M für alle Complexcurven eines und desselben Complexes, welche in den 
Ebenen des Büschels m liegen. Alle diese Complexcurven berühren m in 
M; m selbst gehört als singulare Linie dem Complexe an. 

Die Curven der Schaar in einer beliebigen Ebene fi des Raumes hüllen 
die Schnittcuree von .a und der Brennfläche <P^ ein. Durch einen Punkt dieser 
Curve geht nur ein Kegelschnitt der Schaar^ welcher ^4 ausserdem noch 
dreimal berührt. Zwei Berühnrngspunkte eines Kegelschnittes der Schaar 
mit ^4 sind durch eine Tangente der Cayleyschen Curve verbunden. Ist m 
eine singulare Linie und M ihr Berührungspunkt mit ^4, so tangiren cMe 
Curven des Complexes^ welche in den Ebenen des Büschels m liegen^ die Ge- 
rade m in M. 

§5. 
21. In Bezug auf eine Gerade / ordnen sich die sämmtlichen Kegel- 
schnitte solcher Schaaren, welche in durch / gelegten Ebenen sich befinden, 
und die Kegel solcher Schaaren, deren Spitzen auf / liegen, zu Quadrupeln 
an. Je vier Kegelschnitte der in einer Ebene liegenden Schaar, welche *4 
in den vier Durchschnitten von / mit ^4 berühren, bilden ein solches Qua- 
drupel. Je vier Kegel einer Schaar, welche von den vier durch / an ^4 
gelegten Tangentialebenen berührt werden, bilden ein Quadrupel. Beide 
Quadrupelanordnungen können auf den Kegelschnitt 0' in der Ebene t über- 
tragen werden und zeigen dort dieselbe Quadrupelanordnung. Die drei 
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dadurch auf o' bestimmten Involutionen haben die Ecken eines Polardreh 
ecks von a' zu Involutionscentren. 

22. Die Gerade / wird von vier Curven der in einer Ebene /i des 
Büschels / befindlichen Schaar berührt. Die zu diesen Curven gehörenden 
Punkte auf a' sind die Schnittpunkte von a' mit der auf die Ebene r 
übertragenen Polokonika von /*). Die vier Curven der Schaar in fi^ welche 
^4 in den Schnittpunkten mit / berühren, haben auf & entsprechende 
Punkte, in welchen die gemeinschaftlichen Tangenten der Polokonika und 
a' letztere C^rve berühren. Die letzten vier Punkte bilden eines der auf 
a' (in 21) bestimmten Quadrupel, wesshalb die ersten vier Punkte auch 
ein solches Quadrupel bilden. Die projective Relation der vier gemein- 
samen Tangenten der Polokonika von / und a' ist auf der Polokonika 
gleich der projectiven Relation der vier Schnittpunkte von / mit *4. Bei 
der Drehung der Ebene // um / bleibt diese projective Relation ungeändert, 
und desshalb beschreiben die auf t übertragenen Polokoniken von / einen 
Curvenbüschel , dessen Grundpunkte auf a' liegen. Vier Curven einer 
Schaar, deren Ebene beliebig durch / gelegt ist, berühren / und haben auf 
a' stets dieselben entsprechenden Punkte. 

Ist ein Punkt von & und dadurch ein Complex f>on Curven bestimmt^ 
so ist jede Tangente l einer Complexcurve Tangente für alle solche Complex^ 
curven, welche in durch l gelegten Ebenen sich befinden. 

23. In analoger Weise können die Betrachtungen von (22) für 
die Complexkegel , deren Spitzen auf / liegen, ausgeführt werden. Die 
Polokonika von / für ein Netz eines Bündels, dessen Mittelpunkt auf / 
liegt, ist ein Ebenenbüschel zweiter Ordnung, welcher auf die Ebene r von 
a' als Kegelschnitt übertragen wird. Die Polokonika geht dann durch die- 
selben vier Grundpunkte des in (22) genannten Büschels. Man bemerke 
nämlich, dass die vier durch / an ^4 gelegten Tangentialebenen dieselbe 
projective Relation zeigen, wie die vier Durchschnittspunkte von / mit *4. 
Die einer Schaar angehörenden vier Kegel, deren Spitze ein beliebiger 
Punkt von / ist und welche / enthalten, haben auf a' stets dieselben vier 
entsprechenden Punkte. Ist ein Punkt auf a* und dadurch ein Complex von 
Kegelflächen bestimmt, so wird ein Strahl l eines Complexkegels auf aUen^ 
Complexkegeln liegen, deren Spitzen in l sich befinden. Hierdurch ist er- 



*) Vgl. Geiser a. a. 0. und Durege, Curven dritter Ordnung. 
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wiesen, dass alle Complexcurven und Complexkegely welche einem Punkte von 
d entsprechen j die Complexcurven resp. Complexkegel eines lAniencomplexes 
zweiten Grades sind. 

24. Durch / sei eine beliebige Ebene fi gelegt nnd in derselben 
die zu / gehörende Curve X^ (nach § 2, 10) construirt. Ebenso sei für 
einen beliebigen Punkt P von / der zu / gehörende Ebenenbtischel L« (nach 
§2, 11) dargestellt. X^ und L« sind durch Vermittelung von a' projectiv auf 
einander bezogen. Zehn Punkte von X« liegen in den ihnen entsprechenden 
Ebenen von L«. Diese Punkte sind die vier Schnittpunkte von X^ mit / und 
die sechs Punkte A, B, . . . F, welche der Ebene ,a in Bezug auf die sechs 
Nullsysteme I . . . zugeordnet sind. Es liegt desshalb jeder Punkt von X^ 
auf der ihm entsprechenden Ebene von L4. Zwei Punkte P und P' auf / 
liefern zwei Ebenenbttschel L4 und Li? welche zu einander projectiv sind. 
Die Durchschnitte entsprechender Ebenen bilden eine Regelfläche Rs achter 
Ordnung, welche alle zu / gehörenden Curven X^ in den Ebenen des 
Büschels / enthält. Eine Gerade f von Ag ist der Ort für alle Pole von / 
in Bezug auf die Curven eines und desselben Complexes in den Ebenen 
des Büschels / und gleichzeitig der Durchschnitt aller Polarebenen von / 
in Bezug auf die Kegel desselben Complexes, deren Spitzen auf / liegen. 
Diese Gerade /' ist nach Plücker^ Bezeichnung die Polare von / in Bezug 
auf den Complex. Die Fläche Ag kann desshalb die Polar fläche von / ge- 
nannt werden. 

25. Die Polarfläche ßg von / hat eine Doppelcurve fünfzehnter 
Ordnung Dis, welche von jeder Erzeugenden sechsmal getroffen wird. Auf 
/ selbst befinden sich sechs Doppelpunkte von D^s^ welche die Ordnungs- 
punkte der auf / bestimmten Involutionen sind. Jede durch / gelegte Ebene 
enthält noch drei andere Punkte von Di». Die Curve Dis hat femer vier 
dreifache Punkte in den Berührungspunkten der durch / gelegten Tangential- 
ebenen an *4. Die Gerade / ist eine vierfache Linie von Äg. Selbstver- 
ständlich hat Rg auch alle reciproken Eigenschaften. 

Gehört die Linie / einem der sechs Nullsysteme I . . • an, so zerfällt 
Rs in eine Regelschaar zweiten und eine Regelschaar sechsten Grades. 
Ist / ein Strahl zweier der Nullsysteme, so reducirt sich Rs auf eine Fläche 
vierter Ordnung. Gehört / zu dreien dieser Nullsysteme, so ist der Ort 
der Polaren von / die Regelschaar zweiten Grades, welche diesen Null- 
systemen angehört Liegt endlich / in vier dieser Nullsysteme, so ist ihre 
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Polare in Bezug auf alle Complexe zweiten Grades die zweite diesen vier 
Nnllsystemen gemeinsame Linie*). 

§6. 

26. Darch / sei eine Ordnnngsebene fi der fUr den Ebenenbttsohel 
/ sich ergebenden Involutionen gelegt In fi befinden sieh zwei Curven 
der Schaar, welche beide in zwei Schnittpunkten von / mit der Fläche *4 
letztere berühren. Zu der Ebene fi gehören zwei Ordnungspunkte M und 
N der auf / befindlichen Punktinvolutionen, welche einander in Bezug auf 
beide Curven conjugirt sind. Man betrachte den Complex, welchem eine 
dieser Curven angehört, und construire alle Strahlen desselben, welche / 
treffen. Sie sind bestimmt durch die vier in Punktepaare zerfallenden 
Complexcurven, welche in den durch / gelegten Tangentialebenen von *4 
sich befinden. Die Verbindungsgerade jedes Paares enthält einen der beiden 
Ordnungspunkte M oder N. Die ganze Anordnung entspricht sich selbst in 
einer perspectivisch involutorischen Collineation, deren Centrum M ist, deren 
CoUineationsebene aber durch die beiden in N eintreffenden Verbindungs- 
geraden von Punktepaaren geht M und N sind desshalb einander conjugut 
in Bezug auf alle Complexcurven, welche in den Ebenen des Büschels 
/ liegen. 

27. Ebenso folgt: Die zu M und N gehörenden Ordnungsebenen 
fi und V sind in Bezug auf alle diejenigen Complexkegel einander con- 
jugirt, deren Spitzen auf / liegen und welche dem in (26) betrachteten 
Complexe angehören. 

28. Wir fragen nach dem Orte der Polaren aller Geraden einer 
beliebigen Ebene fi in Bezug auf einen bestimmten Complex. Gleichzeitig 
mit diesen Polaren betrachten wir die sogenannten Polaraxen von fi^ d. h. 
die Polaren der Ebene /n in Bezug auf alle Complexkegel, deren Spitzen 
in fi liegen. Ftir den Zusammenhang beider Liniensysteme gilt der Satz**): 

Eine Polanixe von fi^ welche diese Ebene im Punkte P schneidety 
bfilft die Polaren aller Geraden des Büschels (Pfi). 

In den Punkten l/, F, W, Z möge die Complexcurve k der Ebene 
(i die Fläche *4 berühren. Eine der Ordnungsebenen für die involutorischen 



*) Vgl. Klein a. a. 0. 
**) Vgl. Plücker, Neue Geometrie des Raumes. 
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Bttschel UV ist fi. Es liegen desshalb alle Polaraxen von fi, welche in 

Punkten von Uf eintreffen, in einer zweiten Ebene, nnd da sie alle die 

Polare von UV schneiden, bilden sie in dieser zweiten Ebene einen Strahlen- 

bttschel erster Ordnung. Dasselbe gilt für die Polaraxen, welche WZ 
schneiden. Beide so erhaltenen Strahlenbtischel besitzen einen gemeinsamen 

Strahl in der Polaraxe, welche durch den Schnitt von UV mit WZ geht. 
Um die Polare t von / zu erhalten, ziehe man durch den Pol von 

/ in Bezug auf k diejenige Gerade, welche mit / die gleichen in UV und 

WZ eintreffenden Polaraxen schneidet 

AUe Polaren der Geraden ron /i bilden ein speciettes Sirahlensystem 
dritter Ordnung ztoeiter Klasse^). Der Ebene fi ist in Bezug auf den 
Complex ein Pol K zugeordnet. 

29. Der Pol K der Ebene fi ist, wie Plücker schon bewiesen hat, 
gleichzeitig der Pol von fi in Bezug auf die Fläche ^4. Betrachtet man 
nämlich eine Tangente t der Cayley^chen Curve in ,u^ so ist für sie /x eine 
der sechs Ordnungsebenen. Die dazugehörige Ordnungsebene durch t ist 
in Bezug auf die vier durch t gehenden Tangentialebenen von ^4 bekanntlich 
die dritte Polare von fi und geht desshalb durch den Pol K der Ebene /a 
in Bezug auf ^4. Eine Ebene /i hat für alle in Betracht kommenden Complexe 
stets denselben Punkt K als Pol. 

§7. 

Der allgemeine Strahlencomplex zweiten Grades lässt sich, wie Herr 
Schur**) dargelegt hat, durch Schnitte entsprechender Elemente zweier 
reciproken Bündel linearer Complexe erzeugen. An diese Construction an- 
knüpfend, will ich die Polarentheorie für den Complex zweiten Grades erörtern 
und dann fttr die oben behandelten Complexe die jSeAtirsche Erzeugungsart 
beweisen. 

30. Zwei Regeischaaren Si und S2 seien als Träger zweier reci- 
proken Bttndel von linearen Complexen gegeben. Zu jedem durch Si ge- 
legten linearen Complexe gehört ein Strahlensystem ersten Grades von S2 
und umgekehrt. Je zwei entsprechende Elemente der Bündel haben mit ein- 



*) Vgl. dieses Journal Bd. 91, S. 1. 
**) Schur, Math. Ann. Bd. 15, S. 440. 
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ander eine Regelschaar gemein. Die Gesammtheit aller Strahlen dieser 
Regelßchaaren bildet den zu betrachtenden Complex zweiten Grades. 

Diese Construction wollen wir hier in indirecter Weise verwenden. 
Jede Gerade / des Raumes bestimmt in dem Bündel Si ein Strahlensystem 
ersten Grades, welchem / angehört. Dem Strahlensysteme entspricht im 
Bündel S2 ein Nullsystem. Es werde nun die Gerade l^ construirt, welcher 
/ in dem Nullsysteme zugewiesen ist. In analoger Weise werde k durch 
Vertauschung der Functionen von Si und S2 erhalten. Die drei Geraden 
l, In I2 bestimmen eine Regelschaar, welcher sie angehören und in der wir 
den Strahl f construiren, welcher von / durch /i und /» harmonisch getrennt 
ist Wir behaupten, dcufs t die Polare von l in Bezug auf den Complex 
zweiten Grades ist In jeder durch / gelegten Ebene fi ist eine reciproke 
Beziehung durch die Beziehung der Bündel S^ und Si gegeben*). Die 
Punkte Li und Z»2, welche der Ebene fi in den zwei hier benutzten Null- 
systemen entsprechen, sind die beiden in der reciproken Beziehung zu / ge- 
hörenden Punkte. Durch dieselben gehen die Geraden ^ und k. Die Linie 
t triflft fi in dem Punkte L\ welcher von / durch L^ und L2 harmonisch 
getrennt ist. Nach einem von Herrn Schröter **) herrührenden Satze ist L' 
der Pol von / in Bezug auf den Kegelschnitt, welcher von allen solchen 
in fi befindlichen Geraden umhüllt wird, die ihre in der reciproken Bezie- 
hung zugeordneten Punkte enthalten. Dieser Kegelschnitt ist aber die Com- 
plexcurve in der Ebene fi. Da die reciproke Betrachtung für einen be- 
liebigen Punkt von / in analoger Weise gemacht werden kann, so erkennen 
wir, dass /' die Polare von / in Bezug auf den Complex zweiten Grades ist 

31. Wir fragen nach dem Orte der Polaren /', wenn / die Ebene 
fi beschreibt 

Da die reciproke Beziehung in der Ebene fi bekannt ist, so haben 
wir fllr die Linien /i folgende Construction: /i muss durch den Punkt Li 
gehen und diejenigen Strahlen von Sa schneiden, welche auch von / ge- 
troffen werden. Sämmtliche Geraden /i, die zu Linien / der Ebene fi ge- 
hören, bilden ein Strahlensystem dritter Ordnung zweiter Klasse, welches 
auch die Leitschaar von S2 enthält Alle Linien /i, die in einer Geraden Ui 
von fi eintreffen, liegen auf einer Regel fläche dritter Ordnung, deren ein- 



*) Reye, Geometrie der Lage, II. Theil. 
**) Dieses Journal Bd. 77. S. 105. 
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fache Leitgerade u^ ist und deren Doppelgerade durch U2 geht*). Ebenso 
bilden sämmtliche Linien ^2, die zn den Geraden / von fi gehören, ein 
StraMeMystem dritter Ordnung zweiter Klasse ^ zu welchem die Leilschaar 

m 

von Si gehört Die Linien /j, welche in einer Geraden m, von ft eintreffen, 
bilden eine Regel fläche dritter Ordnung, deren einfache Leitlinie fij ist und 
deren Doppelgerade durch l/i geht. 

32. Die Gerade / möge in /u den StrahlenbUschel U beschreiben. 
Dem Punkte U entsprechen zwei Punktreihen u^ und «2, welche einfache 
Leitlinien der beiden Regelflächen dritter Ordnung sind, die von den be- 
treffenden Linien li und k gebildet werden. Diese Regelflächen sind pro- 
jectiv auf einander bezogen, wenn solche Strahlen l^ und k derselben als 
entsprechende angesehen werden, welche zu derselben / gehören. Beide 
Regeischaaren werden von U aus durch projective Ebeuenbüschel erster 
Ordnung projicirt, und diese erzeugen eine Kegelfläche zweiten Grades. 
Die Strahlen des Kegels treffen je zwei einander entsprechende Geraden 
/i und h* Der Kegel hat mit jeder der Flächen die Doppelgerade und die 
beiden Tangenten, welche von U an die Complexcurve in ^ gehen, ge- 
meinschaftlich. Er schneidet desshalb jede der beiden Flächen dritter 
Ordnung je in einem Kegelschnitte. Letztere zwei sind von einander durch 
U und einen dritten Kegelschnitt A harmonisch getrennt. A ist projectiv 
zu dem Büschel U oder auch zu der Punktreihe u' in fi, welche die Pole 
der Geraden / in Bezug auf die Complexcurve enthält. Die Verbindungs- 
geraden der entsprechenden Punkte von u' und X sind die Polaren der 
Geraden des Büschels (U/li) in Bezug auf den Complex und bilden eine Regel- 
fläche Fi dritter Ordnung , deren einfache Leitlinie u' ist und deren Doppel- 
gerade durch U geht. Letztere ist die Polaraxe der Ebene fi in Bezug auf 
den Complexkegely dessen Spitze U ist. 

33. In Zusammenhang mit den Polaren der Geraden / betrachten 
wir die Polaraxen der Ebene /n. Durch jeden Punkt von /u geht eine 
Polare und eine Polaraxe. Sind A und A zwei conjugirte Punkte in Be- 
zug auf die Complexcurve, so schneidet die Polaraxe durch A die Polare 
durch Ä. Es folgt hieraus, dass eine Polare und die in demselben Punkte 
von ft eintreffende Polaraxe harmonisch getrennt sind durch die Ebene /a und 



*) Vgl. hier und im Folg. dieses Journal Bd. 91, S. 1 — 22. 
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einen festen Punkt K, den Pol von .a in Bezug auf den Complex *). 
Das System der Polaren und dasjenige der Polaraxen bilden entsprechende 
Linien zweier involutorisch-coUinearen Räume, für welche /a die Inyolations- 
ebene und K das Centrum ist. Die in einer Geraden ir' von fi eintreffen- 
den Polaraxen liegen auf einer Fläche dritter Ordnung /^, deren einfache 
Leitlinie w' und deren Doppelgerade die durch ü gehende Polare ist Je 
zwei Erzeugende von F3 und F3, welche durch conjugirte Punkte von n' 
gehen, treffen einander und werden von U aus durch projective Ebenen- 
bttschel projicirt, welche eine Kegelfläche zweiten Grades erzeugen. Die 
Strahlen derselben gehen durch gemeinsame Punkte von F3 und Fj, welche 
auf einem Kegelschnitte q liegen. Der Kegel hat nämlich mit jeder der 
Flächen die Doppelgerade und die beiden von ü an die Complexcurve 
gelegten Tangenten gemein und schneidet desshalb die Flächen in einem 
Kegelschnitte. Die Ebene von q geht durch K^ und in oben genannter 
Collineation entspricht q sich selbst 

34. Durch zwei Flächen Fi oder zwei F3 ist das System der 
Polaren und Polaraxen vollständig bestimmt Die durch einen Punkt ü 
von fi gehende Polare schneidet dieselben Geraden der Flächen F, wie 
u\ und die durch U gehende Polaraxe trifft dieselben Geraden der Flächen 
F3 wie «'. Wir werden nun zeigen, dass zur Construction zweier Flächen 
F3 an Stelle zweier Flächen F3 eine Regelschaar zweiten Grades y, treten 
kann. Diese beiden F3 gehören dann zu einem speciellen Strahlensysteme 
dritter Ordnung zweiter Klasse, aus welchem das System der Polaraxen 
entspringt Letzteres ist desshalb ebenfalls ein specielles StraUensystem 
dritter Ordnung zweiter Klasse^ zu welchem die Regelschaar von 9)2 gehört 
Das System der Polaren ist aber das zuerst genannte Strahlensystem. 

Durch die in U einmündende Polare f von / legen wir eine be- 
liebige Ebene, welche ausser einer die Gerade / schneidenden Polaraxe 
eine zweite Polaraxe g[ enthält Beide treffen einander auf dem Kegel- 
schnitte Q. Eine Fläche zweiten Grades q>2 möge bestimmt werden durch 
Q, die Gerade g[ und die durch U gehende Polaraxe /J. K ist der Pol der 
Ebene ju in Bezug auf ^2, welche desshalb auch die Polare g^ enthält, 
die von g[ auf fi in G getroffen wird. Legt man bei der Construction eines 
Strahlensystemes dritter Ordnung zweiter Klasse -2' die Regelschaar von y, 



*) Plücker, a. a. 0. 
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ZU Grunde, zu welcher g[ und ^i gehören, und zwar der Art, dass der durch 
einen Punkt N von u gehende Strahl des Systemes dieselben Geraden der 
Regelschaar trifft wie die Linie », welche die Polare von JV bezüglich der 
Complexcurve ist; so erkennt man, dass die durch u' gehende Fläche F3 
der Polaren zu S gehört. Eine zweite zu -2* gehörende F3 der Polaren 

findet man in den Strahlen, welche die Gerade GU treffen. In der That 
ist die in dieser Geraden eintreffende Fläche von 2 dritter Ordnung und 
hat mit der F3 der Polaren die Leitgeraden und fünf Erzeugende gemein- 
schaftlich. Diese sind die Linien g' und /', die Gerade durch den Schnitt 

von GU mit u und endlich die beiden durch U an die Complexcurve in 
/i gelegten Tangenten. Obige beide Flächen sind daher identisch. 

Die Polaraxen von fi sowie die Polaren aller Geraden eon fi in Be- 
zug auf einen Complex zweiten Grades bilden specielle Strahlensysteme dritter 
Ordnung zweiter Klasse. Beide Systeme umhüllen dieselbe Brennfläche, welche 
in der Complexcuree der Ebene /t eine Cuspidalkante besitzt. Die reciproke 
Beziehung der Bündel Si und S2 ist durch ein System eon Polaren der Ge- 
raden einer Ebene u vollständig bestimmt und demnach, wenn der erste Complex 
sich ergeben soll, nur auf eine Art möglich. 

35. Die Polaraxen der Ebenen eines Büschels in Bezug auf dig 
Complexkegel, deren Spitzen auf dem Träger / des Büschels liegen, bilden 
ein Strahlensystem erster Ordnung und Klasse, dessen A^n die Linie / und 
deren Polare F sind. Für jede Ebene des Büschels findet sich eine Regel- 
fläche dritter Ordnung. Alle diese Flächen bilden einen Büschel, denn sie 
haben die einfache und zweifache Leitlinie und ausserdem die vier Strahlen 
mit einander gemein, in welchen sich irgend zwei der Flächen schneiden. 
Einer dieser vier Strahlen ist nämlich die Polaraxe zweier verschiedenen 
Ebenen in Bezug auf denselben Complexkegel, welcher desshalb in zwei 
Ebenen zerföUt, deren Schnittgerade diese Polaraxe ist Die Singularitäten' 
fläche des Complexes ist daher von der eierten Ordnung und Klasse. 

36. Eine Polaraxe der Ebene u hat als Polare in Bezug auf 
den Complex eine Gerade von ,u. Bewegt sich eine Polare in einer Ebene, 
so beschreibt die zu ihr gehörige Gerade ein Strahlensystem dritter Ord- 
nung zweiter Klasse. Zu einer Polaren gehören aber im Allgemeinen neun 
Geraden. 

Journal für Mathematik Bd. XCIII. Heft 3. 30 
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§8. 

37. Bekannt sei das zu den Geraden einer Ebene fji gehörende 
Strahlensystem dritter Ordnung zweiter Klasse der Polaren, eine Regelschaar 
Si des Complexes und femer em beliebiger Strahl r desselben. Hiermit 
ist der Complex bestimmt, weil die Complexkegel für diejenigen Punkte 
von fjiy in welchen die gegebenen Strahlen des Complexes eintreffen, be- 
kannt sind. Ist R der Schnitt von /n mit r, so ist die Complexcurve in 
jeder durch R gelegten Ebene construirbar. 

Es soll die Aufgabe gelöst werden, durch r eine Regelschaar S^ zu 
legen, welche der Träger eines Bündels linearer Complexe ist, der, mit Si 
in reciproke Beziehung gesetzt, den Complex zweiten Grades erzeugt Wir 
suchen zu den Geraden / des Büschels (R^fi) die zugehörigen Linien t 
Eine Gerade / trifft zwei Strahlen von S^ welche auch von (2 geschnitten 
werden. Der Strahl /i schneidet r. Da /, /i, t, I2 vier harmonische Strah- 
len sind, so muss h von der Geraden n geschnitten werden, welche von 
r durch / und /' harmonisch getrennt ist. Die Gerade n gehört dem Com- 
plexkegel R an und liegt mit r und l in einer Ebene. Desshalb ist k auf 
eine Regelschaar beschränkt, von welcher drei Leitgeraden bekannt sind 
und zu welcher / gehört, k muss in einer bestimmten Geraden «2 &uf (a 
eintreffen, welche dieselben Geraden der Leitschaar von Si wie n schneidet 
Beschreibt l den Büschel (ß, /^), so bewegt sich n auf dem Complexkegel 
R^ und ^2 beschreibt nach einem bekannten Satze einen Strahl enbttschel 
zweiter Ordnung k. (R^ /ti) und k sind zu einander projectiv und erzeugen 
durch die Schnitte entsprechender Strahlen eine Tangente t von k. 

Da die Punkte, in welchen alle zu dem Büschel (R^fi) gehörenden 
I2 die Ebene fi schneiden, auf einer geraden Linie liegen müssen, welche 
projectiv ist zu (R^ ,a), so kann diese Gerade nur eine Tangente von k sein. 
Greift man eine beliebige rj (nicht /) dieser Tangenten heraus, so sind für 
die reciproke Beziehung in /^ gegeben: Die Tangenten der Complexcurve, 
welche durch die ihnen entsprechenden Punkte gehen, sowie die projective 
Beziehung zwischen dem Strahlenbüschel R und der demselben zugewiesenen 
Punktreihe Tj. Hiermit ist die reciproke Beziehung in fi bestimmt, und folg- 
lich sind auch die Systeme aller Linien I2 und /i bekannt. Durch das 
System der Geraden I2 ist nun auch S2 gegeben. 

Um S2 zu construiren, können wir auch folgenden Weg einschlagen : 
Zu einer Tangente g^ von k gehört in der reciproken Beziehung der Ebene 
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fi ein Punkt G. Die Gerade GR liegt mit r und demjenigen Strahle n des 
Complexkegels R in einer Ebene, welcher mit g2 zu demselben durch S^ 
gelegten Strahlensysteme erster Ordnung gehört. Dieses Strahlensystem hat 
mit dem Complexe ausser S^ eine zweite Regelschaar G\ welche n enthält, 
gemeinsam. Ein linearer Complex, welcher durch G geht und in welchem 
der Ebene u der Punkt G entspricht, muss die gesuchte Regelschaar S, 
enthalten. Weil nun G^ n und r in einer Ebene liegen, gehört r diesem 
linearen Complexe an. Drei beliebige Tangenten g^ von k bestimmen drei 
lineare Complexe, deren gemeinschaftliche Regelschaar Sj ist 

38. Hat man auf diese Weise die Regelschaar S^ construirt, so ist 
leicht ersichtlich, dass unter Zugrundelegung der in ^ angenommenen reci- 
proken Beziehung, welche die Beziehung von S^ und S, bestimmt, der ge- 
gebene Complex entsteht. Femer ist im Obigen nachgewiesen, dass ein 
Complex zweiten Grades stets bestimmbar ist, sobald von ihm gegeben sind: 
Eine beliebige Regelschaar zweiten Grades, ein Strahl, welcher derselben nicht 
angehört und das Polarsystem der Geraden einer Ebene, 

39. Durch einen Strahl r des Complexes lassen sich einfach unend- 
lich eiele Regeischaaren S^ legen, die zu einer S^ gehören. Es giebt dess- 
halb zu einer Si des Complexes dreifach unendlich viele Flächen 82. Mit den 
hier gegebenen HUlfsmitteln beweist man ferner, dass alle S^^ welche durch 
einen Strahl r gehen, in einem linearen Complexe liegen, und dass zwei be- 
liebige S2 Leitstrahlen eines Nullsystems sind. Um von einer ^2 ausgehend 
alle übrigen S2 zu construiren, lege man durch die gegebene S2 alle mög- 
lichen linearen Complexe, welche mit dem Complexe zweiten Grades Con- 
gruenzen bestimmen. In jeder derselben giebt es eine Gruppe eon Regel- 
schaaren zweiten Grades, zu welcher die gegebene S, gehört. Alle Regel- 
schaaren derselben Gruppe sind ebenfalls Flächen S2. 

40. Durch Angabe einer Regelschaar Si des Complexes sind zwei 
dreifach unendlich grosse Gruppen von Regeischaaren Si und S2 bestimmt. 
Jede Si kann mit jeder Si den gegebenen Complex erzeugen *); die reciproke 
Beziehung zwischen den Bündeln Si und St ist aber nur auf eine Weise mög- 
lich. Die vierfach unendlich vielen Regeischaaren des Complexes bilden eine 
einfach unendliche Schaar solcher Doppelgruppen. 



*) Vergl. Schur a. a. 0. 
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41. Die in dem ersten Theile dieser Arbeit gegebene Constraction 
des Complexes führt nun auch auf die Erzengang desselben durch reci- 
proke Bttndel linearer Complexe. Man hat zu diesem Zwecke nur die 
Existenz einer Regehchctar zweiten Grades in dem Complexe zu beweisen. 
Eine singulare Gerade enthält die Mittelpunkte von vier Strahlenbüscheln 
erster Ordnung, welche dem Complexe angehören und die singulare Gerade 
enthalten. Man wähle zwei dieser Strahlenbüschel aus, welche in ver- 
schiedenen Ebenen liegen und verschiedene Mittelpunkte haben. Sie ersetzen 
eine Regelschaar S^. 

Aachen, im Februar 1882. 
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Ueber zwei Schaaren sphärischer Curven, deren 
Coordinaten elliptische Functionen sind. 

(Von Herro R. von Lilienthal.) 



llis sollen im Folgenden zwei Schaaren von Raumcurven aufgestellt 
werden, deren Coordinaten elliptische Functionen sind, und welche folgende 
Eigenschaften haben: 

1. Es lassen sich sämmtliche Constante, die in den Ausdrücken 
für die Coordinaten vorkommen, bis auf eine, die nebst dem Modul beliebig 
bleibt, so bestimmen, dass die betreffende Curve auf einer Kugel liegt 

2. Das Integral, welches die Bogenlänge der Curve darstellt, ist 
ein elliptisches Integral erster Art, vermehrt um die Differenz zweier ellip- 
tischen Integrale dritter Art. 

3. Bei der zweiten Schaar der betrachteten Curven lässt sich die 
noch beliebige Constante so bestimmen, dass das Bogenintegral ein ellip- 
tisches erster Art wird. 

4. Integrirt man die Functionen, welche die Coordinaten der be- 
trachteten Curven darstellen, so erhält man zwei Schaaren transcendenter 
Curven, deren Bogenlänge ein elliptisches Integral erster Art ist. Dabei 
liegen die Integralcurven der zweiten Schaar auf algebraischen Cylindem. 

5. Die Integralcurven derjenigen Curven der zweiten Schaar, deren 
Bogenlänge ein elliptisches Integral erster Art ist, sind Asymptotenlinien 
von Minimalflächen, auf welchen eine Schaar algebraischer Curven liegt 

§1. 

Erste Schaar sphärischer Curven. 

Die primitiven Perioden 2a) und 2co' der zu betrachtenden elliptischen 
Functionen mögen so gewählt werden, dass 2cü reell, 2to' rein imaginär 
ist. Wir setzen: 
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öl = 



«3 = 



tu co' 
2 2 ' 


Ot — 


2 "^ 2 


u , (o' 
2 + 2 ' 


«♦ = - 


CO w' 
2 2 



SO dass Oj, a« zn «i, a, conjngirt sind. 
Es sei ferner: 

^t*"-» (« -«<.)+ i ^('"-^^ (« - a.) + i, ^(" -»)(«_«„)+••• 

worin die Constanten i.^ ii, ... K-i reelle Grössen sein sollen. 
Wir setzen jetzt: 

X = icosa|i^(fi — ai) — v^(fi— a2) + V(<'-"Ö3) — VC«* — «Ol? 
y = tsina|v^(fi-ai)~V'(«i-02)-V(«'-«3) + V'(tt— «Ol, 

oder zur Abkürzung: 

X = icosct |v/(ii — ai)+ /" (tf)! 

y = isiucf |i^(ii-ai) + y (fi)j 

= -tsina|V'(tt-a3) + 9^i(M)|, 
a = y;(||-ö,)+;: (w) 

= -|<//(«i-a3)+Zi(tf)|. 

Die Ausdrücke für x, y, z sind für reelle Werthe von u reell. Für u^a^ 
verschwinden die geraden Ableitungen von /*(«i), y(ii), /(ti), flir 11 = 03 die- 
jenigen von f,(u), (p,(u), Xi(^)' 

Wir stellen jetzt die Entwickelungen von x für die Umgebung der 
Stellen a^ und a^ auf. 

Es wird: 



X 






+ M) + r («0 (« - «0 + A^^K«.) -^^^^ + • • • + A^'-'^ («0 -^^^^^r + 

+ |c;r-»+Ac^"'-»H- + i,-,c;+i,-,c,-'i(«-«.)'+--]- 
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Ebenso : 

r -(2v)! , -i(2v-2)! , , -K^7.2 , -Ä,..i 
X = ICOSa 7 N7K.H +-? — ^7r 1 +"'+-7 xr- + — 



Hier ist 



^(V-o (11) = -g;-*' + cP^-^>fi + cf ^-^^ fi^+ • - 



gesetzt. Aehnliche Entwickelungen erhält man f\lv y und a. Man hat nun: 

/^(«i) = A («3) = 0, 
;f(«i) = -;:i(»3) = 2Ä,_ii7. 

Setzt man daher: x = a:i, y+2iiy.i8ina. V = ^17 «~2X^_i?? = »1, so kommt 
in den Entwickelungen von a?i , yi , Zi kein constantes Glied mehr vor. Be- 
zeichnet fi eine ganze positive ungerade Zahl, so ist femer: 

Hieraus folgt, dass die Coefficienten in der Entwickelung von Xi nach 
Potenzen von (w— «h) dieselben sind, wie die Coefficienten der Entwickelung 
von 0?! nach Potenzen von (11 — 03), dass aber die Coefficienten der ent- 
sprechenden Entwickelungen von j^, und », entgegengesetzt sind. Diese 
Coefficienten sind in den Entwickelungen von Xi und y, rein imaginär, in 
denen von a, reell. Daraus ergiebt sich, dass die Coefficienten der Ent- 
wickelungen von xj, j^j, «1 flir die Umgebungen jeder der vier Unendlich- 
keitsstellen dieselben sind. Das Gleiche gilt von den Entwickelungen der 

Aa«.r«ck. (^y, i^)', (*.)'. 

Wir setzen jetzt: 

x]+y]+z] = r^ 
sowie 

cos' a /^>(aO + sin' a.y^>(aO-/^^(a,) = -Scos'a/^^^^CaO. 

Man hat dann in der Umgebung von aii 
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+ 

, „ 2»'.i;co8*afCJ.-i)(a,)+(2v-2)i-2;c08'a/'('>'-»)(o,)+... +2i,_,;?C08'af'(o,) , 

Nimmt man nun: 

Scoei' af\a,) = 0, 

^cos' a/""(o,) = 0, 



-2'co8'a/'(^''-'>(aO= 0, 

so erhält man v Gleichungen, welche die Grössen l, /l„ ... l^.^ linear 
enthalten. Es lassen sich daher diese Grössen stets so bestimmen, dass r 
keine Unendlichkeitsstellen mehr besitzt und folglich constant ist. 
Multiplicirt man die letzten Gleichungen mit —1 und setzt: 
^W (o'_ ^« (o, + o,') _ sin' a (^<*> w - ^^'^ (a> + w')) = ti^ 

SO nehmen sie die Ubersi^chtlichere Form an: 



Um den Radius der Kugel zu berechnen, auf der die betrachtete Corve 

liegt, hat man « = in ar„ ^i, z, zu setzen. Man erhält : 

(a'i)«=() = 0, 

(yO.=.. - 2»sin«j^<'->(^)-p<-><^) 

Es wird daher: 

1? = p'- sin' a.P*. 
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§2. 

Die zweite Schaar sphärischer Gurren. 

Wir setzen wie oben: 



^^"" 2 ■" 2 ' 


ta . tu' 
'»^= 2 + 2 ' 


Ol , ft)' 

«'= 2 + 2 ' 


***= 2 2' 



Es sei ferner: 

sowie: 

y = sina|v^(w—ai)+V'(w-aa) — V(««—«3)-V'(tf — «Ol, 

so dass X, y, « für reelle Werthe von u reell sind. 
Wir setzen zar Abkürzung: 

x= C08a(v(« — ai)+ /(«)) 

= cos a ( v; (a - Oj) + A («)), 
y= sina(v(«-Oi) + y («)) 

= -8ino(v(«-a,) + yi(«)), 
» = »(V'(«-Oi)+;c («)) 

= -»(v(«-«b)+;ci(«)). 

Hier verschwinden für u = ai die ungeraden Ableitungen ' von f, <p, x» Air 
u = ai diejenigen von /i, y,, ;fi. 

Wir nehmen, indem wir unter a eine einstweilen beliebige Constante 
verstehen, 

a?— acoso = jTi, y = yii a = «1. 

Man hat dann ftir die Umgebung von a^'. 

r (2v+l)! , l.(2v-\)\ , , i,_,.3t , i,_, 
+ (<4'''^+ ^ <4**'-''+ • • • + K-2 ci'+ A,_, c,) (« - 00'+ • • •] , 

Journal für Kathematik Bd. XCni. Heft 3. 31 



242 ^* Lilienthai, Über sphärische Curven, deren Coord. ellipL Funct. sind. 

sowie für die Umgebung von 03: 

X, - cos« L („_„^)..+, + ^„_^j, + + („_„^), + („_^^). 



+ (<f "^4- il ci'" -'>+ • • • + K-2 c;'+ i,-, c,) (« - 03)'+ . • •] • 



Hier ist: 



gesetzt. Aehnliche Entwickelungen erhält man flir j^i and Si. 

Bezeichnet man mit k eine gerade, positive Zahl, einschliesslich der 
Nnll, so ist: 

Hieraus folgt, dass die Coefficienten der Entwickelung von Xi nach 
Potenzen von (« — «O dieselben sind, wie diejenigen in der Entwickelang 
von Xi nach Potenzen von (u — a^)^ dass aber die Coefficienten in den 
entsprechenden Entwickelungen von yi, Zi entgegengesetzt sind. Diese 
Coefficienten sind in den Reihen fUr Xi und t/i reell, in den Reihen flir «1 
rein imaginär; daher sind die Coefficienten der Entwickelungen von x]^ yj, z] 
für die Umgebung jeder der vier Unendlichkeitsstellen dieselben; das Gleiche 

gilt von den Entwickelungen der Ausdrücke (-j-^) 7 (-/^) ? ("T^) ' 
Wir nehmen jetzt: 

sowie 

co&'af^\aO + ^in'a(p^\aO-X^\ai) = -Scos'a/^^>(aO. 
Dann wird in der Umgebung von Oj: 

r^ = 2i;S-cos'«/'(flO-acos'«|j^g^+...+-^i^[ 
-^?^^tl)i ;?co8*«/-"(oj+(2v-l)! A{i;co8*o^(aJ-oco8*a} 

+ 2 (^H^r 

, o (2vti>Sco8'a/'P")(o.)+A(2v-l)i;co8'«/-(»—»)(o,)+ — + ;i,.i{2:co8*af(o,)-aoo8'o} . 

(«-Ol) 
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Setzt man daher: 

(1.) -Scos^ «/"(aO — a cos' a = 0, 
(2.) -2'cos'a/"(flO = 0, 



so geht r' in eine Constante über. 

Aus der Gleichung (1.) erhält man den Werth von a^ die Glei- 
chungen (2.), . . - C^+l«) enthalten die v Grössen l, . . , ly^i linear und 
sind stets durch reelle Werthe dieser zu befriedigen. 

Es wird: 

U, "^ £t 

CDS a ' 

Setzt man noch: 
so nehmen die Gleichungen (2.), ... (y-\-\.) die übersichtlichere Form an: 



yjC^v) +i7l^^''-^)+... + A^_,7l('''+2)+A^_^7l(^»') = 0. 



§3. 

Die Bogenlänge dor betrachteten Curven. 

Wir betrachten zuerst das Bogenelement bei der ersten Schaar. 
Es sei: 



(^)'+(^)'+(^)' = i.^1- 



du ^ ^ du ■' ^ du ^ ^ du 

Man erhält dann als Entwickelang für die Umgebung von Oii 

\duJ .~ («-0,)' 

Da, wie oben bemerkt, die Coefficienten der Entwickelungen von \-j^) 

nach Potenzen von (w— ai), (w— a,), (ti— 03), (w— a*) dieselben sind, so er- 
hält man, wenn: 
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-2.(2v+l)^co8'o/'P''-^»)(o,) = C 
gesetzt wird, 

.(-^) = C \p(tt-€h)+p(tt-ch) + p(u-a3)-\- fp(u-at)\-\- comt 

Für «=0 wird: 

^ = 2ico8«|v'W-V'(«.)!, -^ = 0, -^5^ = 0, 

Daher 

const. = — 4co8'alv'(rti)— V'WI'— ^Ce». 

Es ist aber: 

l»'(»-f+|^)+K«-f-x)+»'(« + |-x)+«'(»+T + x)-'«>Lw 

WO die angehängten 2co, 2w' und co^ co' die primitiven Perioden des be- 
treffenden Klammeraasdrucks sind. Wir können demnach schreiben: 

(-^) = C.j(e2--O(^-O^i^L,„-4c08'a|V/'(al)-V^'(a,)}^ 
Die Grösse C kann hierbei nicht verschwinden. Es ist nämlich: 

• • • + A,_i C^^'" > C0'~ ^(^'') (CO + CO')) 

- sin' a l^^^^^co - j;?^*"^ (co + w') + X {p^*^''^ (o - p^^'-^^ (p + co')) + • • • 

• • • + K-i {P^'""^ CO - ^(^-) (co^+ coO)! ]. 

Die Ausdrücke jj?^*^co'--j;7^*^(co+co') und j;7^*^co—^^*^(co + co') haben aber unter 
der über 2co und 2co' gemachten Voraussetzung stets entgegengesetzte Vor- 
zeichen. Man würde daher, wenn C = , für sin^ a einen negativen Werth 
erhalten, somit kann C nicht verschwinden. 

Wir machen die entsprechenden Entwickelungen für die zweite Schaar. 
Es sei wieder: 

Es wird dann in der Umgebung von «i: 

^duJ~ (u-a,y ■*■■■■• 
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und wenn wir: 

setzen : 

ds_\' 

du 

Für f«=0 wird: 



(--r-) = C{p(u'-a,) + p(u-€h) + p(u-(h) + p(u-a^)) + Con&t. 



"^- = 0, 



du 

Wir erhalten daher: 



du 

"■ = ■ 2fiv,'(i^)-^'(^)|. 



(!)■ = ctfe-«.)(^-^)|i!...+*™-.i^'(^)+^'(4^)r 



-*k(^)-V'(^)!- 



Bei dieser Schaar lässt sich sin^a als Function des Moduls x so bestimmen, 
dass C Null wird, und man s als ein elliptisches Integral erster Art erhält. 
Dabei müss x zwischen zwei bestimmten Grenzen liegen. Wählt man den 
Modul so, dass sin^ a = 1 wird , so erhält man die Schaar der Serre/schen 
ebenen Curven, deren Bogenlänge ein elliptisches Integral erster Art ist. 

Lässt man sin^a unbestimmt, so kann man ftlr beide Schaaren der 
sphärischen Curven, da: ^ 

ol(u) pu—e^ ' 

schreiben : 

^ du ^ pu—e^ ' 

WO fpu die primitiven Perioden co und co' hat, und a eine von ei , 62, e^ ver- 
schiedene Grösse ist. 
Daher wird: 



Setzt man: 



« = }/c. / /" ^ 'rfti+const 



fpti = l — ^, T =4(« -OC -0(« -«3), 
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SO wird: 



= ^..+ ^.^|/%pL*-/.%pL,.j + eo«s.., 



' 2 ■ /f. 

d. h. 8 ist ein elliptisches Integral erster Art, vermehrt um die Differenz 
zweier elliptischen Integrale dritter Art. 

§4. 

Integrirt man die Functionen, welche die Coordinaten unserer sphä- 
rischen Curven darstellen, so erhält man zwei Schaaren transcendenter Curven, 
deren Bogenlänge ein elliptisches Integral erster Art ist. Der Modul k ist 
dabei völlig beliebig und kann alle Werthe von Null bis Eins annehmen. 

Die Integrale jt/i du und fzi du stellen bei der zweiten Schaar ellip- 
tische Functionen dar, während in ix^du ausser einer solchen noch ein 
elliptisches Integral erster und zweiter Art auftritt. Die Integralcurven der 
zweiten Schaar liegen daher auf algebraischen Cylindern, deren Erzeugende 
parallel der a;- Achse ist. 

Die Integralcurven beider Schaaren enthalten den willkürlichen 
Parameter a. Betrachtet man daher die Ausdrücke für die Coordinaten 
als Functionen der beiden unbeschränkt Veränderlichen a und Uy so stellen 
sie eine transcendente Fläche dar. Es bedeutet dann u die Bogenlänge 
der Curven « = const. Die Curven u = const. sind algebraisch und liegen 
im Fall y = in Ebenen parallel der x y-Ebene. 

Es sollen an dieser Stelle die beiden ersten Curven der sphärischen 
Schaaren, sowie die erste Integralcurvc der zweiten Schaar aufgestellt werden. 

Setzt man in den Ausdrücken für die Coordinaten der ersten Sphaar 
y = 0, so wird: 

ff' / , CO , a>' \| 
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Transformirt man zu den primitiven Perioden o) und to'^ so wird: 
X = cos« Kei-e.Xe.-e.y-^ = cosa J^^^iIZ^^ilI^L 

Die Curve ist der Durchschnitt der Kugel: 

oi?+y^+z'^ = 02— «3— 8in^«(c2— Ci) 
mit den drei Cylindern zweiten Grades: 

y' ^' -1 y' I ^' _ 1 



8in'a(e,— c,) C08'a(e, — cj ' 8in'a(e, — cj «,— «a 



/^« «« 

X 2 



+ ^-^^=1. 



Setzt man in den Ausdrücken, welche die Coordinaten der Curven der 
zweiten Schaar darstellen, v = 0^ so wird: 

Transformirt man zu den Perioden co und co'^ so wird: 

X = cos« j(e2-e0(e2-O-^.- + ß2i = \,u—e, +6^008«, 

y = 8mcz(ei— e2)ye2— ej— 4 — = sma(ei— eajVaj— ßa*— ^-— 



Behält man die ursprünglichen Perioden bei, so ist die Curve der Durch- 
schnitt der Kugel: 

(x 2 ^3^^"'"^^! Vi t/M ;^' = 1 (gi^ga+Cgi— g»)8ip'<»)' 
^ CDS« J ^y '^ cos'a 

mit den beiden Cylindern zweiten Grades: 

(a?+2c,C08a)' j^ - (x-\-2e^G0 say a' _^ 

4co8'a(c,— cj' 48in'a(c,— cj" "" ' 4c08'a(c,— c,)' 4(Cj— 63)' "" 

Beide Cylinder berühren die Kugel von innen. 
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Setzt man 8ina=^ ^_^ = '_ ' , so ist die Bogenlänge der Curve 

ein elliptisches Integral erster Art. Dabei liegt k zwischen den Grenzen 
und ^. 

Die Ausdrücke: 

X = -C0S«|-(«-^ + -2-)+-(«-2— 2-)+-(« + ^-^) 

+tC"+t-+x;-^ cos'« "+co°8t.j. 

st = - »mo l-i-(»-T+THT(."— 2— r-)— S-C'+T-t) 

-t(«+I-+x)+2^!. 

stellen eine transcendente Curve dar, deren Bogenlänge für jeden Werth 
von a und für jeden Werth des Moduls ein elliptisches Integral erster Art 
ist. Sie liegt auf dem elliptischen Cylinder: 



z 



+ ^.7-^^-^ = 1. 



Dies ist die einfachste transcendente Curve mit genannter Eigenschaft, 
während die vorher erwähnte von W. Roberts gefundene die einfachste 
algebraische Curve mit jener Eigenschaft ist. 

§5. 
Sieht man die aufgestellten Integralcurven als Asymptotenlinien von 

Minimalflächen an, so sind letztere durch elliptische und trigonometrische 

Integrale darstellbar. Auf ein besonders einfaches Resultat führen hierbei 

die Curven der zweiten Schaar, deren Bogenlänge ein elliptisches Integral 

erster Art ist. 

Es mögen nämlich die analytischen Functionen x, y, s die Coor- 

dinaten einer Curve im Räume, X, Y, Z die Cosinus der Winkel bezeichnen, 

welche eine bestimmte ihrer Normalen mit den Coordinaten -Achsen ein- 

schliesst. Stellt man dann die Ausdrücke her: 

§ = x--i^\Ydz-Zdy\, r] = y-if\Zdx-Xdz\, 1^ = s-iJ^\Xdy-Ydxl 
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80 repräsentiren die Gleichungen: 

worin das vorgesetzte 91 bedeutet, dass der reelle Theil der nachfolgenden 
für ein complexes Argument entstehenden, complexen Grösse genommen 
werden soll — eine Minimalflache, welche durch die Curve (xyz) hindurch- 
geht, und deren Nonnale längs derselben die Richtungscosinus X, Y, Z hat. 
(Siehe H. A. Schwarz, Miscellen aus dem Gebiet der Minimalflachen, dieses 
Journal, Bd. 80, pag. 280.) 

Sind nun x, y, z drei reelle Functionen einer Grösse u, welche den 
Gleichungen: 

genttgen, wo c und c^ Constante sind, und versteht man unter X, Y, Z die 
Richtungscosinus der Binormale der Curve (xyz)^ so erhält man unter Ver- 
nachlässigung von Integrationsconstanten : 

w , Vc dx . Vc dfi ^ , Vc dz 

Es stellen dann die Gleichungen x^ = 91(1), y' = 9l(^), «' = 91 (S) eine Minimal- 
fläche dar, deren Asymptotenlinie die Curve (xyz) ist. 

Denjenigen Curven der zweiten Schaar, deren Bogenlänge ein ellip- 
tisches Integral erster Art ist, entsprechen offenbar Integralcurven , deren 
Coordinaten den obigen beiden Gleichungen genttgen. In den Ausdrücken 

ftir ^9 Vf ^ stellen dann y, z, -^, -^, -^ elliptische Functionen dar, x 
dagegen enthält ausser einer elliptischen Function noch ein elliptisches In- 
tegral erster und zweiter Art, jedes mit einem reellen Coefficienten multi- 
plicirt. Es gehören daher diese Minimalflächen zu jenen, auf welchen eine 
Schaar algebraischer Curven liegt. (Siehe H. A. Schwarz^ Ueber einige nicht 
algebraische Minimalflächen, welche eine Schaar algebraischer Curven ent- 
halten, dieses Journal, Bd. 87, pag. 146.) 

Man kann noch auf einem anderen Wege von den aufgestellten Aus- 
drücken aus zu Minimalflächen gelangen. Man setze nämlich in den Aus- 
drttcken ftlr die Coordinaten der sphärischen Curven (o + co' statt eo', so 
lässt sich sina als Function von k so ausdrücken, dass 

x] + yl+zl = 

wird. Es stellen dann die reellen Theile der Grössen jx^du, Jyidu, jz^du 
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für u = p + qi ebenfalls eine Minimalfläche dar, auf welcher eine Schaar 
algebraischer Curven liegt, wenn o?!, ^i, «i aus den die zweite Schaar dar- 
stellenden Functionen entstanden sind. 

In den beiden einfachsten Fällen wird sin'a = A= *"" ' - 

Verbindet man dieses Resultat mit dem des § 4, so erhält man fol- 
genden Satz: Die Integrale der Ausdrücke, welche die Coordinaten der 
beiden Schaaren sphärischer Curven darstellen, repräsentiren eine Raum- 
curve, deren Bogen ein elliptisches Integral erster Art ist, wenn man cd 
reell, co' rein imaginär nimmt. Wählt man dagegen ca reell, cd' complex 
und setzt u = p + qiy so stellen die reellen Theile jener Integrale eine 
Minimalfläche dar, wenn der noch willkürliche Parameter a entsprechend 
bestimmt wird. 

Berlin, im Februar 1882. 
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On the Parallel Surface to the EUipsoid 

(By Thomas Craig, Johns Hopkins University Baltimore.) 



Ihe only paper on this subject that I know of, is by Prof. Cayley 
in the Annali di Matematica vol. III 1860. To this paper however I have 
nnfortnnately no access. Prof. Cayley has however given me many valnable 
suggestions conceming what has been done and what has not been done 
on this subject — so that I have been enabled to dispense with reference 
to this original memoir. The general theory of parallel snrfaces has been 
worked upon by Roberts and I think also by Clebsch — though I am not 
certain that the latter wrote anything that had more than an indirect bearing 
on these surfaces. There are two or three brief references to the parallel 
to the ellipsoid in iSa/mon's Geometry of three dimensions — I take the 
method of obtaining the Single equation representing the surface from that 
treatise. I have not worked out this equation as it does not seem to be 
worth while; it contains nearly one hundred terms and is thus nearly 
useless for practical purposes. As in the ease of the centro - surface 
and many other surfaces of high degrees, it is much more convenient to 
have the surface given by three equations — viz. the three equations which 
serve to express the rectangular coordinates of any point of the surface 
in terms of two independent parameters. The surface may be considered 
as generated by a given point on a straight line which moves so as to be 
always normal to the ellipsoid in a second given point. In fact every 
point on a straight line moving so that it is constantly normal to a given 
surface at a given point of the line describes a parallel surface. The 
parallel surface may also be conceived as the envelop of a sphere of con- 
stant radius which moves in such a manner that its centre is always on 
the surface of the ellipsoid — or as the locus of the centre of a sphere 
which is tangent to the ellipsoid and roUs over its entire surface. The 
surface thns generated has of course two sheets, one lying whoUy without 
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the ellipsoid under all circumstances — while the second may lie either 
within or without the ellipsoid according to the size of the generating 
sphere. If the parallel be generated by a sphere tangent to the ellipsoid, 
its eqnation may be arrived at in the foUowing manner. Let the ellipsoid 
be given by the equation: 

a c 

and the sphere by 

v=(x-ay+(y-ßy+(i-ry-k' = o 

where Ar is the constant radins of the sphere — or the modulas of the 
parallel sarface. The biqnadratic determining X so that XU+V shall be a 
cone, is obtained by making the discriminant of XU-i- V eqaal zero — or is 

X*J+X^0-{-X''4» + X0'+J' = 0, 
where 

This biqnadratic eqnation may also be written 



The condition that the two qnadrics shonld tonch, is now fonnd by 
eqnating to zero the discriminant of this biqnadratic. The eqnation thns 
obtained is of the sixth degree in A^ — giving thns the lengths of the six 
normals which may be drawn to the ellipsoid from any point of the parallel 
snrface. In terms of the coefficients of the above biqnadratic the eqnation 
of the parallel snrface is 

or, say, in the ordinary notation 

r-273' = 0. 
The snrface is of the twelfth degree, / is of the fonrth and 3 of the sixth 
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degree. The cuspidal line on the surface is given as the complete inter- 
section of a quartie and sextic sarface, viz. 

7=0, 3 = 0; 

the cuspidal line is thus of the twenty - fourth degree. 

On expanding the above equation, the quantities «^ ß, y become the 
current coordinates of points on the parallel surface, — replace them by 
{xy yy ä) and call the coordinates of a point on the ellipsoid (f, i?, ^. The 
coordinates {x^ y, z) are to be expressed as functions of (ß, ij^ ^; or, de- 
noting by u, r the independent parameters determining the lines of curvature 
on the ellipsoid, we have to express x^ y, z in terms of these quantities. 
We thus obtain the three equations spoken of above for the representation 
of the surface. Before doing this however we may obtain the differential 
equation of the surface. Consider the parallel as generated by the motion 
of a sphere whose centre is always on the surface of the ellipsoid — the 
equation of the ellipsoid may be written 

a b c 
(using hereafter a^ b, c instead of ä^, 6'^ c'); the sphere is 

Writing as usual 

dz dz 

we have 

(y-»?)+9(«-0 = 0. 

These equations combined with that of the sphere give at oiice for x, y, s 
the valnes: 

where 



The differential eqnation of the surface is at once seen to be 



(xL^-pky (yL+qky (»L-fc)' ^ ^ 
a b c 



-1 



Since —-, y-, — y— are the direction cosines of the normal to the ellipsoid 



L 
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at the point (1,^, S), they are respectively equal to 

~f| -Pfi -PC 

where 

is the central perpendicular on the tangent plane at the point (ß, tj^ 5). 
We have now 

. , ftP| ^ kPv Y , kPl 

Suppose a quantity u lying between — a and —6; also « lying between 
— 6 and — c, then 



a+ii 6+w c+M ' a+f? 6+o c-|-© 

are respectively the eqnations of the two-sheeted and one-sheeted hyper- 
boloids which are confocal to the given ellipsoid. Writing for brevity 

we have for ^3 ??, % the known values 

Considering ti as constant, the locus of (|, 17, ^ is the intersection of the 
ellipsoid with the confocal two-sheeted hyperboloid 



a+w 6+ti c+w 

i. e. this is one of the curves of curvature on the ellipsoid; and so if r 
is constant, the locus of (^^ 17^ ^ is the intersection of the ellipsoid with the 
confocal one-sheeted hyperboloid 



a+ü 6+^ c+v 

viz. this is one of the second System of lines of curvature. The dement 
of length of a curve on the ellipsoid is 

dd" = Edu'+Gdv\ 
where 

^ = (4)V(^)-+(i)', o = (4)vov(:^y. 
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The values of E and G are readily found and in fact are known to be 

or, denoting by Pi and Pj the central perpendiculars on the tangent planes 
to the two hyperboloids at the point (f, ^, S)? ^• 

p_ r I' 1 ly' , £" r* p r r I ^' I g' r* 

we have 



4f; ' 4^1 

The element of length on the parallel snrface may he written 
where 

The values of x, y, z expressed as functions of §, t], ^ are readily foand 
to be given by the equations: 



= |/^:f±^(l+Al/^). 



■ß 

The differential coefficients of x, y, s with respect to u, « are simple enoagh 
in form, hat it is not necessary to do more than indicate them as follows : 

The lines of curvature on the parallel sarface correspond to the lines of 
corvatare on the ellipsoid. For the surfaces of normals along the lines 
of cnryatnre form with the parallel surface a set of orthogonal surfaces 
and obviously intersect the latter in its lines of curvature. This may of 
course be announced as a general theorem — viz. that the lines of curva- 
ture on a surface parallel to a given surface correspond to the lines of 
curvature on the given surface. We must of course have now 5 = 0; it 
is easy however and instructive to show that f$ actually does vanish. 
We have: 
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at the poiiit (1, »/, ?)i they are respectively equal l' 

—P^ ~Pt) — i"" - ' 



is the central peq>endiL'ulM? ., dij 1 dg dj; i 

tir i. _„ ~ <^« dp c du dn J 

We have dow 

j^ d^^ J^^^-]_ r dp dP 
x^ ' +fi^ du de "^ c' du do J P'" du dr ' 



-i' dP^ ^ ^ !^ _}_ ^ J^'P' 
'p' du de 4 wo 4a6c 

■(iu<;eä by a kiiown formula (Sa/mon's Geom. of three Di- 
■ •^l'ge;; viz. siiice 

'" # = ^=^'/^^ = i-X-, et«, 

du ii—ßy ' "+" «+" 

by eii'tätituliou of the first form of these values in the first term 

^.'ji;: ,««"tity Min 

iTaing the sccond form of the values of -^ etc. we muet have 




a.o+«.a+r b.b-\-u.b-\-9 c.c-fu.c+r ' 

thü foriimla just referred to. The second term in % gives 

**f r bca+caß-^aby -\ ^ WF* 
4 L abc.ttßy J ~ 4abc 

Tili» taken with the third term gives as it shonld ^ = 0. This second tenn 
In ^ gives rise to a simple fonnula which I don't rememher to have seen 
aiiywhere, viz. 

o>+uXo+e) ■*■ b\b-\-u)(b^^ c'Cc+hXc+p) = "StT" 
Of conrse the vanishing of % is not a safficient condition in order that the 
lliie» corresponding on the parallel surface to the lines u=consL and 
ffcaconst oü the elUpsoid shonld be lines of curvature; the remaining 
condition however will be given presently. The values of (£ and ® are 
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giveii by the equations: 

^ = E+2*i.[i.(*)%i-(l)'H-i-(^)'] 

ituting for -^ etc. the valnes ^ ^ etc. and employing a known 
lurmula of reduction, we find 

\a^duy'^b\duy'^c\duyi ~" 4uP] ' 

For the reduction of the third tenn in the expression giving ® proceed as 
foUows. Thiö term is eqnal to 



^ ( a'(o+«) 



Now 



P* a* ' 6' ' c* ' P] («+«)• ' (6+«)' ' (c+uy ' 

adding these together and reducing gives 

- ^r , X, (2a^ + 2o g<) + ,/ , ., + (terms in i? and ?)• 
The first of these terms is 

^ 2a^\a+u ) ^ 2|* 
«•(a+t*)' a(o4-w) 

Since 



a(a-\-u) 6(6+«) c(c-|-m) 

we have as the resalt of the above addition 

__r , ^_ . ?__ _ 1 ( ^•+f; >| 

o'(a+«)' "'' 6'(6+tt)* "^ c'(c+«)' " «• ^ /"P: >*' 

and similarly 



1-+ 



' f c'(c+»)' ~ »• V fP] ) 



o*(a+tj)' ^ 6*(6+e)' 

These formnlas I think are new — at all events they are uot contained 

in the list of similar formulas given by Jacobi. We have finally for the 
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fonrth terms in (S and & 



P'V du / ~ 4«" P*^ dvy ~ 4«' 



*• 



Making all these sabstitntiong in the equations for (S and ®, and they 
become 



or, since 



E = 



i 



4P 



>a t 



G = 



1 



4P,' ' 



these become: 



@ 



= .V(1-")" ®=4^(»-" 



ÄP\' 



The element of length of a cnrve on the parallel surface is then 

., /. hP\^du* / kP\^ dv* 

It will be convenient to write 

abc^ yt\ a-i-u.b + u.c+u = ^U o + f^^b + v.c + v = yfi. 
The element of area of the ellipsoid is given by 






dn dv. 



If dS is the corresponding element of area on the parallel sarface, we have 
the relation 



dS 
d£ 



f^i 



dx 


dx 


dx 


di ' 


dn ' 


di 


dy 


dy 


dy 


d^ ' 


dn ' 


dC 


d» 


ds 


ds 



d| ' dti'dC 
X, fi, V 

where "k, f.i, v are the direction-cosines of the normal to each sarface, and 
are given by the eqaations: 

n 



l. = COSÖ, = — ^, yi = CO8Ö2 = -r^ 



V = COSÖj = 



Now 



d| ~ "^ o « ■ a' ' dl? 



hP gi?f 

6 ■ oft ' 



dx 



AP £|P' 



ca 
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or 

dx 



= 1+ 



kP 



kP ^^ dx ^P n n 
COS öl , -^^ = j^ COS Ol COS öj , 



d^ * * a ä "'' "^' diy b 

The above determinant becomes now 

cosöi, 1-f cos'öi, -^^^^ cos öl cos Ö2 , 



dx ^P ü n 

-jP-= COSÖ3COSÖ1. 

oQ c 



cos 62 9 

COSÖ3, 



-kP 
a 

-^kP 



cos öl cos ^2, 

COS öl COS Ö3, 



^ , Km Km 2 >| 

IH — T ^cos Ö2, 

-ftp 



^kP 
c 

--kP 



cos öl cos Ö3 
COSÖ2COSÖ3 



, COSÖ2COSÖ3, 
COSÖ2, 



^ , Kä Km 2 yj 

1+ C0S^Ö3 

c c 

C08Ö3 



cosö,, 

Maltiply the first row by cosöi, the second by C0SÖ2, the third by COSÖ3Y 
and subtract the sum from the last row ; in the result the last row will be 
— 1, 0, 0, 0. Again multiply the first row of the new determinant by 
cos öl ^ the second by COSÖ2 and the third by COSÖ3, and add to the third 
row — we have then: 



-1 



C08Ö, 



IH cos^öi, — T — COSÖ1COSÖ2, COSÖ1COSÖ2 

a a *' 6 * " c ^ ' 

— — COSÖ1COSÖ2, 1+-^: j;-cos'Ö2, -^ — COSÖ2COSÖ2 



6 b 
COS öl , cos Ö2 , cos Ö3 

Maltiply the first row by cosös and the second by cosöi, and subtract the 
last resalt from the first; expanding and redacing the resulting determinant, 
and we have 



-{l+A/^[ 



sin'ö, . sin'ö. 



^ + 



+ 



c J L 6c ca 06 J' 



Now 



C08*g, COS'g, CQg'g, _P!_{_^,Vi , ül _ jPl _ _L. 



and 



bat 



eip'g. gin'g, sin'g. _ 1 i 1 ^r|» ■ i?', f ]. 
o* "*■ 6' "^ c' — F* La "^ 6 "^ c "'^ MO J 



So this last becomes simply 
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CoUecting the terms we have 

' UV UV t ( uv^ut « " ' 

conseqaently 



dS 
dS 



= 1- 



UV r UV 






kA(u^t) , k^A 



or, after easy redactions, 

* L uvV-A]A\ ut>^/uvV-A\A\ -• 

Denote for the moment by a', h\ c' the derivatives of |, »j, ? with respect 
to u, and by a", b", c" the derivatives of the same qnantities with respect 
to v; also let «', ß', y' and o", /3", y" denote the corresponding second 
derivatives with respect to « and to «; now compnte the detenninants 



£' = 



«' ß' y' 

al V c' 

a" b" c" 



, G' = 



«" /3" /' 
a' 6' c' 
a" b" c" 



Write 



A = 6'c"- 6"c', B = c'a"- c"a', C = a'b"- a"b'. 



Now we have 



«'=i-^» *'=iTZ-. c'=4-^, 

o =9 — ; — 1 o =4--=— — , c =-k 



c+o ' 






also, a, ßy y having their original meanings: 






Now 



^^^ß'+C' = EG; 
substituting for f, ri^ ^ their values we have 

EG = ±. ~«<»i-ü)' 
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and 

E}IEG^j^ Ä]2\ ' G>£G-^ -j^^ 

We also find readily 

Now denoting by r' and r" the principal radii of curvature of the ellipsoid 
at the point (f^ tj, ^ we have 

i £^ 1 ^ g^ 

Making the necessary substitutions these become 

and for the measure of curvature of the ellipsoid at this point we have 



rV" £•(?• A'uVCu^-ey P] PI ' 



or smce 



A" ^ 2 A' 



F'^^^. ttV = 



this becomes 



^ ^ 16P* 1 A\ A\ 



For a given point on the ellipsoid we have then that the measure of curv- 
ature varies as the fourth power of the central perpendicular upon the 
tangent plane at the point 

We have now to apply the same kind of process to the parallel 
surface. The quantities which for the parallel surface correspond to 

Ey Gy Ay By Cj E y G 

on the ellipsoid, may be denoted by 

e, (SJ, 81, SB, e, ©', ®'. 

We know that F = F' = , and we have proved that ?5 = ; in order to 
complete the algebraical proof that the lines of curvature on the parallel 
surface correspond to the lines of curvature on the ellipsoid, it is only 
necessary to show that 5' = 0, i. e. 
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rf'a? 
dudv 

dx 
liT 

dx 



d'y 



d's 



dudv 

dy_ 
du 



dudv 
dz 



dv dv 

For ?t, S5, ® we have the valuea 



du 

dz_ 
de 



= 0. 



ax __ dz dx dz dx ^ ^ dx dy dx dy 

"" du dv dt du ^ *~ du de de du 



*^ "" dt« de de du ^ 

Writing a\ b\ d for 

it is not difficnlt to see that $1, $, ^ are given by the equations 



kP\ 



kP \ 

c /' 



a = 



6'c', 

dP 
du ' 

dP 
dv ' 






6 

di; 
diT' 

dl} 

dö"' 



® = 



du 

dv 
a'b', 

dP 
du ' 

dP 
dv ' 



S5 = 



ca , 



df 
du ' 



dP 
dv ' 



c 

du ' 
dp ' 



a 

du 

di_ 
dv 



-k^b' -ktia' 



a 

du ' 
dv ' 



b 

dt] 
dir 

dl} 
dt) 



In Order to find the radii and measore of carvatnre, it is necessary to com- 
pnte the valnes of 

du' 



ffi'=4:?a+S»+Se- ®'=^«+^?»+^s. 



du' "" * du^ '^ ' du' "'' ^ ~ du" ^ ' dt? 

After some easy but rather tedioaa reductions the foUowing values are 
found for these quantities: 



@' = 



lu 



a'b'c', 

d*P 
du" 

dP 



-tlkc'a! -Cka'b 



du ' 
dP 



dv 



a 

d^ 
du*^ 

du ' 

de ' 



6 

d^ 
du*^ 

dt] 
dv ' 



c 

d^ 
du* 

du 

dv 
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&' = 



a'b'c', 

d'P 

dt)*' 

dP 



-ikb'c' -vkc'a' -^ka'b' 



du ' 
dP 



dv 



a 

d»" 
du ' 

Ji. 

dv ' 



b 

do" 

dl} 
~dü' 

dt) 
"dö"' 



d^ 
de* 

du 

de 



To these may be added 



5' = 



a'b'c', 
d'P 

dudt' 

dP 
du ' 

dP 



-Ikb'c' -nke'a' -^ka'V 



a 

du de 

du ' 



dv 



de 



6 

du de ' 

du ' 

dtj 

"dT' 



c 



dudv 



du 
dv 



= 0. 



It is obvions that each qnantity of the series §t, $, @^, @, ®, @', ®' is 
equal to the corresponding qnantity in the series 

Ay By Cy Ey Gy Ey G 

increased by certain qnantities depending npon P for their valnes. The 
reductions that are necessary in order to find the values of the principal 
radii of cnrvature, say 9fl' and JR", and the measure of curvature Ä, are not 
difficult, bat as I have not been able to rednce any of these qnantities to 
a simple form, I forbear giving any of the work; the formnlas are of course: 



91' = 



6' 



3fl" = 



®' 



^, « = 



(5'®' 



The equation of the lines of cnrvature on the parallel snrface is 

dxy dt/y d^ 

81, 33, © = 0; 

cßl, rf©, rf® 

as has been already mentioned, these lines are the lines on the parallel 
corresponding to the lines of curvature on the ellipsoid. The equation of 
the lines of curvature on any surfaee may be written in the form 

dfj^y — du dvy rfr' 

Ey Fy G = 0, 

Ey Fy G' 
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where u and r no longer refer to the lines of curvature themselves; so in 
this case the equation of the lines of eurvature may be written 

with the above values of ®, fj, ... ®', and where % and %' are no longer 
equal to zero. 

In the foUowing pages I have written instead of a, 6, c the ordinary 
values a^y 6^, c^ as they are a little more convenient to work with for 
soine reasons and the formulas are all simple. 

Principal sections of the surface. These consist in part of the 
parallels to the principal sections of the ellipsoid and in part of other 
cnryes constmeted as foUows. Since the surface is found by drawing 
normals to the ellipsoid at every point and on these normals laying off 
equal distances, it is evident that the principal sections will, in addition to 
the parallels to the principal ellipses, consist of curves corresponding to 
those curves in the ellipsoid along which the normals of length R have 
their extremities in the planes xy^ y^y äo?*). Take first the principal 
section in the plane xy. The parallel to the ellipse 

is found by forming the discriminant of 



+ TfT^ = 14 



with respect to / (vide Salmon^^ Conic Sections, &^ edition, pages 337 and 
338). This curve is known to be a curve of the eighth degree and is 
easily constructed. To find the remaining part of this principal section, 
proceed as foUows. The equations of the normal at any point (|, rjy ^ of 
the ellipsoid are 

(j^9 y? ^) being any point on the normal , and l an indeterminate quantit}'. 
In Order that this point shall lie in xy y we place ä = , which gives 



*) I am indebted to Prof. Cayley for this remark. 
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A = — c^. The length of the intercept between the point (§, t], ^ and the 
plane xy is now found to be = -p^ and this, by the conditions of the 

problem, is to be = Ä, which gives ^ = -ö-- We have now 



giving 



^ = Kl-^)' » = ^(l-|r), 






Now 






a* • 6* ' c* P* c 



4 9 



from which 



c' r c* a* 6* 



Substituting the above values of -V , ^V , this becomes 



a 






c 

Snbstitating these values of '§, r;, ^ in the equation of the ellipsoid 



we have at once 



or 



o' ■*■ 6' "^ c' ~ ' 









For R<Cc this is a real ellipse , and for R> c an imaginary ellipse. 
This line is generated twice — once for the half of the ellipsoid above 
the plane xy and once of the half below xy — and is consequently a 
double line on the surface. Consider now the section in the plane zx. 
This is the parallel to the ellipse 

— + — = 1 

a' ^ c' ^' 



*) It is easy to sbow tbat this is the locus of the centre of a spbere of radius 
R lying wholly within the ellipsoid and having double contact with it. 
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formed as above indicated, and another conic formed by the extremities of 
the normals of length R which tenninate in the plane i&x. In the equations 
of the normal we must have y = and consequently k = —b^. This gives 

^ "" a*-6' ' ^ "" c'-6' ' "^ "" ^ r 6* o* c* 
or 



— IL? l/_^ ^1 ^* 

Substituting these in 



we have 



a' "^ 6' "^ c' "" ' 



.t I.« » ^« A« — "'' 



a«-6« • c'-6' " 6 



3 



or 



z« 



I /•_» *«\/'ia r»4N — X. 



(a"-6»)(6'-Ä«) ^ (c'-6')(6'-Ä») 



6' 6* 

This is a real hyperbola both for Ä < 6 and for Ä >> 6. Similarly the 
section in the plane yz is found to consist of the parallel to the ellipse 



and the conic 



b' ^ c* 



I ^ 1 






This is an imaginary ellipse for R<Ca and a real ellipse for R':> a. 

Aside then from the parallels to the principal sections of the ellipsoid^ 
the principal sections of the parallel surface consist of a real hyperbola 
in the plane zx, with a real ellipse in' xy and an imaginary ellipse in yz 
or an imaginary ellipse in xy and an imaginary ellipse in yz^ if a >> Ä > c, 
or an imaginary ellipse in xy and a real ellipse in yz^ if ß > a*). 

These conics are all double lines on the surface either one real 
and two imaginary or two real and one imaginary ; fiirther they each touch 
the parallel to the corresponding principal ellipse in four points (ßahnon 
page 437). 

^) It is easy to see that the ellipse in yz is the locus of the centre of a sphere 
of radius R lying wholly witbout the ellipsoid and having double contact with it 
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For R = these nodal conics become the focal conics of the ellipBoid 
and for other values of R they are confocal with the focal conics. The 
cases of special interest to examine are when R is equal to a principal 
radius of curvature at the extremity of an axis of the ellipsoid, i. e. 

c' c' 6* 6« a» a' 



R = 



a ' 6 ' c ' a ' c ' 



It will be desirable to arrange these first in order of magnitnde.; as it is 
of course impossible to do this in general, I will choose an arrangement 
and determine the necessary conditions that it may be the arrangement 
desfared. Suppose then that 

c« c" 6« 6' a* a' 



a\ 6 ' a ' c ' 



are in descending order of magnitude; it is easily seen that the only 
necessary conditio^ for this is 6^ > ac^. 



& 



Take first then the case of fi = — ; the principal section in the 
plane of xy consists of the parallel to 

and the ellipse 

J •" :^ 1 



(a'-cy ' (6»-0(a*-0 



a« 



The parallels to the principal sections of the ellipsoid may for convenience 
be called the principal parallels — then the principal section of the parallel 
surface consists of a principal parallel and a nodal conic. The nodal conic 

for Ä = -^ has just been written; the principal parallel is a curve in shape 

very like an ellipse and having triple points at the extremities of its longer 
axis — that of x. (It will be convenient to say nothing about the outside 
sheet of the parallel surface as it possesses no singularities ; so when the 
description of a principal parallel is given, it will be understood to apply 
only to the inner brauch of the curve.) The nodal conic touches the 
principal parallel at these triple points. The coordinates of the triple 
points are 

these points are therefore each to count as five on this principal section. 
The principal parallels in xz and y:& are similar to ellipses, and the same 
remarks apply to them as to the principal parallel in xy. The nodal conic 

34* 
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in ys is imaginary and in sx is the hyperbola 

X z 



(a'-6') (6*-c*) (6'-0 (6*~c*) 



= 1. 



In Order to obtain a clear idea of this hyperbola and how it has been 
obtained, conceive it drawn, and at any point of it as a centre constmct a 
sphere of radius R ; let this sphere move keeping its centre upon the hyper- 
bola, it will then generate a tubulär surface, which will cut the ellipsoid 
in general in two disconnected curves lying one on each side of the plane 
xy and each equally divided by the plane xz. The normals to the ellipsoid 
at each point of these curves trace out the nodal hyperbola in the plane sx. 
It is clear that since in general no point of the curves on the ellipsoid 
lies in xy^ no real point of the nodal hyperbola can belong to the axis 
of or — so the real part of the nodal hyperbola consists of two finite and 
disconnected portions of the curve which are symmetrically situated with 
reference to the axis of x. 

In Order to show that the tubulär surface in general cuts the ellipsoid 
in two distinct curves, it will first be desirable to find how far the Vertex 
of the hyperbola may move from the origin as R increases from zero up 
to 6. It is obviously not necessary to increase R beyond this value, as 
then the hyperbola simply interchanges its principal axes — the major axis 
lying along z and the minor along x. In the first place, for Ä = the 

tubulär surface becomes simply the focal hyperbola in the plane of xs, viz. 

x' z^ _ 

Assume now R = then the semi-major axis of the hyperbola is 



a 



(«'-6')(l-^) = («'-6')(l-^), 



and this is ==(a J- 



So the Vertex axis of the hyperbola is at a distance from the centre 

= a , and consequently the tubulär surface touches the ellipsoid at 

the point 

X = a, y = 0, J5 = ; 

the curve on the ellipsoid is now like the figure 8, the node being at the 

end of the axis of x. Now to show that the tubulär surface can advance 

no further in this direction , take the modulus R^ = h « where a is 



I 
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either positive or negative. Now calling for the moment a' the semi-major 
axis of the nodal hyperbola, we must l\a.ve a' <; a — Ä or a'^ <: (a — Ä)*, 
this is 

r ('' 



or making 



this is 



^]<[«-(-^+«)r, 



T = [«-^-„r, 



T^a'^<:T, 



which obviously holds for all values of « whether positive or negative. The 

tubulär surface then always cuts the ellipsoid in two disconnected curves, 

b* 
except when fi = — , when it is tangent to the ellipsoid at the end of the 

a-axis, and so cuts out a figure 8. It is ouly in this last case obviously 
that the nodal hyperbola belouging to real sheets of the parallel surface 
has a point on the axis of x. We can now resume the consideration of 
the principal sections of the surface for the values of R given above. We 

have already examined the case of Ä = — Take now Ä = — . The prin- 
cipal parallels in the planes xy and yss are again curves similar in form 
to ellipses — while the principal parallel in yz is a curve with four cusps 
and two crunodes. The coordinates of the points on the ellipse 

— +A- = 1 

a c 

that correspond to the crunodes on the axis of a?, are readily found to be 



^ = ±-Ä-r-i — T^ Ä = ±-r-V-i — r- 

— h ' c —a ' — o ' c —a 



The distances of the crunodes from the centre are 



The nodal conic in xy is the ellipse 



X 






(a*-c')(fe'-c*) ' (6'-c ')(fe'-c') 
b* 6* 

the semi-major axis of this is 
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Thia ellipse therefore passes through the two crunodes. Of course the prin- 
cipal parallels in xy and xis meet in the points 

The principal parallels in yz and six cross at 

' = ±(-t)' 

those in xy and yz at 

» = ±(*-^)- 

The case of ß = — has already been sufficiently discussed, so I may just 

remark that here the principal parallel in xy resembles an ellipse, those in 

yz and zx appear with four cusps, each the double points being evanescent ; 

the nodal ellipse is imaginary in xy and yzy and the focal hyperbola in zx 

has its Vertex at the double point of this principal parallel viz. at the point 

5« 
x = a ; the equation of this hyperbola is 



a 



(a'-by (6«-.c«)(a«-6') 



= 1. 



The complete nodal curve of the parallel surface has been shown, I think 
by Clebsch, to be of the twenty-sixth degree and to consist of the three 
conics above described, the section of the quadric by the plane infinity — in 
this case imaginary — the circle at infinity and sixteen straight lines tonching 
the circle at infinity. 

I hope soon to resume the study of this surface particularly with 
reference to the geodesics traced upon it. I may just mention here thoogh 
a general theorem of which I have not as yet obtained an analytical proof, 
viz. that to a geodesic on the given surface will correspond a geodesic on 
the parallel if the curvatures of the given geodesic can be expressed linearly 
one in terms of the other. This may be an old theorem, but I do not happen 
to have seen it. In conclusion I may say that a good drawing of the prin- 
cipal sections of the surface showing all of its real singularities seems to 
be best obtained by making the modulus about equal to three fourths of the 
semi-axis e. 

Baltimore, April 18*^ 1882. 
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Zur Grundlegung der Theorie der algebraischen 

Kaumcurven*). 

(Von Herrn M, Noether in Erlangen.) 



Einleitung. 

Als wichtigste Aufgabe in der Theorie der algebraischen Raumcurven 
erschien dem Verfasser, eine durchaus strenge Grundlegung der allgemeinen 
Theorie zu geben. Nach dem Vorgange neuerer Untersuchungen über 
ebene Curven konnte dieselbe wesentlich nur in der Theorie der alge- 
braischen Functionen gesucht werden, und demgemäss hat sich hier der 
Verfasser die Frage nach denjenigen grundlegenden Ergebnissen gestellly welche 
aus der Theorie der algebraischen Functionen hervorgehen. Dieselben be- 
ziehen sich auf die Erzeugung der Raumcurven durch specielle oder all- 
gemeine Flächenschnitte, auf ihre Constantenzahl etc. 

Es sei zunächst ein Blick auf die bisherige erwähnenswerthe Literatur 
geworfen, soweit sie entweder die vorliegenden Fragen behandelt hat oder 
in dieser Arbeit in Bezug auf die algebraischen Grundlagen citirt wird: 

(C) **), Cayley, Consid^rations g^n^rales sur les courbes en espace. 
Comptes Rendus de l'Acad. des Sc, t. 54, 58 (1862, 1864). 

(Ä), Ralphen^ Memoire sur les courbes gauches alg^briques. Ibid., 
t. 70 (1870). Dazu einige spätere Noten in t. 2 des Bull, de la Soc. Math, 
de France. 



*) Auszug aus der von der Kgl. Akademie der Wissenschaften in Berlin 1882 
mit dem S/etnerscben Preise gekrönten Abhandlung gleichen Titels. Diese Abhand- 
lung wird in den „Abhandlungen" der Akademie erscheinen, während der vorliegende 
Auszug in ausführlicher Weise die Methoden und wesentlichsten Resultate derselben 
enthält. Die nachträglich hinzugefügten kurzen Anmerkungen sind in eckige Klammern 
eingeschlossen. 

**) Die vorgesetzten Zeichen sind diejenigen, unter welchen die betreffenden Ar- 
beiten in dem vorliegenden Aufsatze citirt werden. 
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(By iV.), Brill und Noether^ Ueber die algebraischen Functionen und 
ihre Anwendung in der Geometrie. Mathem. Annalen VII (1873). 

(W^.), Ed. Weyr^ Ueber algebraische Raumcurven. Inauguraldisser- 
tation Göttingen 1873. Femer C. R. t. 76. 

(iV.), Noether^ Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer 
Gebilde. Zweiter Aufsatz. Mathem. Annalen VIII (1874). 

(S.), Sturm y Zur Theorie der Flächen dritter Ordnung. Dieses 
Journal, Bd. 88 (1879)*). 

(F.), Yatentiner^ Bidrag til Rumcurvernes Theori. Inauguraldisser- 
tation Kopenhagen 1881. 

In diesen Arbeiten lassen sich zweierlei Gedankengänge erkennen. 
Der eine, von Cayley eingeschlagen, beruht auf der Darstellung der Raum- 
curven mittelst Kegel und „Monoid" (§ 1, 4 dieses Aufsatzes). Vermöge 
dieser Methode behandelt (C.) die Curven vierter und fünfter, (W.^ die 
sechster Ordnung, und (K.) benutzt dieselbe, unter Anwendung von Sätzen 
aus der Theorie der algebraischen Functionen, zur Ableitung allgemeiner 
Sätze, analog den hier in §§ 3, 6 entwickelten**). Der zweite Gedanken- 
gang sucht die Theorie der algebraischen Functionen direct auf die Punkt- 
gruppen einer Raumcurve anzuwenden ; hierfür ist nur die bei ( W.) versuchte 
Anwendung des hier in § 1 als III' bezeichneten Satzes zu erwähnen. 

Femer hat (Ä) in seiner ersten Note Sätze von allgemeinem Cha- 
rakter, analog den hier in §§ 6, 10 entwickelten, ausgesprochen, aber ohne 
Andeutung der Methode und der Beweise. Endlich werden bei (ß.^ 2V.) 
und (iV.) die algebraischen Functionen für speciellere Fragen verwerthet 
(vgl. § 2 u. § 1 VII). 

Der Verfasser benutzt nun beide Gedankengänge unter ausschliess- 
licher Anwendung fest begründeter, immer gültiger algebraisch-functionen- 
theoretischer Sätze. Dabei führt ihn der erstere wohl zu allgemeinen 
Sätzen (Abschnitt I), erscheint aber zur Begründung der ganzen Theorie 
nicht als hinreichend. Der II. Abschnitt geht in § 10 über die Sätze von 
(H.) hinaus (vgl. § 10, Anmerkung); er führt in § 9 zu ganz neuen Methoden. 



*) [('S'«) Sturm, On some new theorems on curves of double curvature. Report 
of the Brit. Assoc, 1881.] 

**) Da diese in dänischer Sprache geschriebene Arbeit (F.) erst während der 
Ausarbeitung der Abhandlung, deren Auszug hier vorliegt, erschienen ist, konnte 
sie nur zu einem möglichst genauen Vergleich der Resultate benutzt werden. [Die 
an (C.) anschliessende Methode hat auch (S\)\ vgl. § 3 dieses Auszugs.] 
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Die zweite derselben bietet viel mehr als der Satz § 1, III'.; sie löst für 
Curven beliebiger Ordnung das Problem, Grenzen für das Geschlecht an- 
zugeben, über welche hinaus die Curven nothwendig auf Flächen niedrigerer, 
als irgend einer gegebenen Ordnung liegen müssen ; Grenzen, die viel kleiner 
sind, als die durch § 6 gegebenen. Während die erstere Methode des § 9 
nur mit Hülfe von Irreducibilitätsuntersuchungen Resultate, aber genaue, 
liefert, reducirt die zweite Methode das Problem ohne diese Untersuchungen; 
und wie weit und leicht diese Reduction stattfindet, davon mag das ganz 
willkürlich gewählte Beispiel des § 17, 2 zeugen. 

Zu diesem Haupttheil des zweiten Abschnitts wurden in §§ 11, 12 
noch solche Untersuchungen über die Constantenzahl der Raumcurven von 
gegebener Ordnung und gegebenem Geschlecht hinzugefügt, welche mit der 
Erzeugung der Curven durch allgemeine Flächenschnitte zusammenhängen. 
Diese Untersuchungen führen, nach Einführung eines neuen Elements in die 
Flächentheorie, zu einer neuen Ungleichung (§ 11), welche in allen bisher 
durchführbaren Fällen mit grösster Annäherung die Constantenzahl liefert. 
Wenn auch der Verfasser selbst diese Untersuchungen nicht für abgeschlossen 
halten kann, so wollte er dieselben doch nicht unterdrücken, da sie auf 
die bisher so dunkle Frage Licht zu werfen geeignet scheinen. 

Was die Anwendungen betriflft, so sind solche des ersten Abschnittes 
in § 4, solche des zweiten Abschnittes im dritten enthalten, die letzteren 
ausführlicher in der Abhandlung selbst. Eine letzte Anwendung, in § 18, 
bezieht sich auf die Geometrie specieller Flächen. 

Zu bemerken ist endlich noch, dass die Raumcurven hier überall 
ohne mehrfache Punkte vorausgesetzt werden; und dass auch bei ihrer Er- 
zeugung durch allgemeine Flächenschnitte angenommen wird, dass die 
Flächen ohne vielfache Punkte seien und sich nicht längs Curven berühren. 



I. Abschnitt. 

Untersuchung der Raumcurven mittelst specieller Flächenschnitte. 

§1. 

Defmitionen und Hulfssätze. 

Es mögen in diesem ersten Paragraphen diejenigen Definitionen und 
Sätze zusammengestellt werden, welche unseren Entwicklungen zu Grunde 

Journal für Mathematik Bd. XCIII. Heft 4. 35 
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gelegt sind. Dabei konnten die Sätze L— IV. aus der in der Einleitung 
citirten Abhandlung (Ä, iV.), die Sätze V.— VIL aus (iV.) einfach entnommen 
werden, da dieselben in den genannten Arbeiten in einer flir alle, auch die 
speciellsten Fälle gültigen Weise algebraisch bewiesen sind. 
1. Definitionen und Sätsse bei ebenen Cureen. 

Für eine zu Grunde gelegte ebene algebraische Curve /2, / = 0, von 
der Ordnung m und dem Geschlecht p^ werden diejenigen Curven, welche 
jeden t-fachen Punkt von fZ zum (•— l)-fachen Punkt h«^ben, «ei /2 adjungirte 
Cureen genannt. Theilt man den weiteren Schnitt von fZ mit einer zu ihr 
adjungirten Curve in zwei Gruppen, Gq und G/j, von Q, bez. R Punkten, 
so werden die beiden Gruppen auf f£ zu einander residual^ oder die eine 
der Rest der andera genannt. Zwei Gruppen G^ und Gj^^ die zu ein und 
derselben Gruppe Gq residual sind, werden als corresidual bezeichnet; dabei 
kann R' =R sein. oo^-Schaar bedeute eine l-fach unendliche lineare Schaar. 
Man hat die Sätze: 
I. Restsatz: Sind G^ und Gr, Reste von Gq, ferner Gr Rest von Gq., 
so ist auch G^, Rest von Gq.. 
Also specieller: Eine lineare Schaar g^ von Punktgruppen von je 
R Punkten, deren Gruppen alle zu einer Gruppe Gr corresidual sind, kann 
sowohl von adjungirten Curven C^ die durch G gehen, als von den ad- 
jungirten Curven C durch Gq, ausgeschnitten werden, wenn sowohl Gq als 
Gq, residual zu der einen Gruppe Gr sind. Die Mannigfaltigkeit der 
Schaar gR ist die der Schaar von Curven C durch Gq und die der Schaar 
C durch Gq.. 

IL Specialgruppensatz: Die zu einer irreduciblen Curve /2 adjungirten 
Curven y«.3, von der (m— 3)^^^ Ordnung, bilden genau eine 
oc^~^-Schaar. Während im Allgemeinen bei einer Punktgruppe 
G^'^ — d. h. bei einer Gruppe von Q Punkten auf /2, die zu 
einer linearen oc'-Schaar, g^^^ von Gruppen von je Q Punkten 
gehört — , sobald die Schaar selbst bekannt ist, Q^q^p Punkte 
durch die übrigen q Punkte der Gruppe mitbestimmt sind, wird 
dies immer dann und nur dann anders, wenn die Schaar g^^^ zu- 
gleich durch eine Schaar zu /2 adjungirter Curven y^_3 aus fS, aus- 
geschnitten werden kann ; alsdann wird p> Q — q, und es sind 
innerhalb der Schaar weniger als p Punkte durch die übrigen q 
bestimmt. Solche Schaaren g^^^ von Punktgruppen G^^y welche 
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durch Curven y^_3, die zu fJÜ adjungirt und von der (m — 3)^^ Ord- 
nung sind, aus fi ausgeschnitten werden können, sollen Special- 
schaaren oder Schaaren von Specialgmppen genannt werden. 

UI. Riemann-Rochscher Satsi (Präcisirung des Satzes IT.): Ist 

und hat man auf der irreduciblen Curve f£ eine lineare oo^-Schaar 

g^^^ von Gruppen G^^ von je ^ Punkten, so geht durch eine solche 

Gruppe G^^ noch eine lineare oc'^-Schaar von Curven ^«.3, die 

zu fi adjungirt und von der (m — 3)*«^ Ordnung sind. Sobald die 

Schaar g^^^ gegeben ist, bestimmen q Punkte eine Gruppe der 

Schaar, also die übrigen ^— y=/i— r— 1 Punkte der Gruppe 

eindeutig. 

Dieser Satz sagt also für 9 > aus : dass die Q Punkte einer 

solchen Gruppe G^^ nicht mehr willkttrlich sind; dass es vielmehr, da durch 

G^^ genau 00*^ Curven y«_3 gehen, für die Q Punkte von G^«^ nur 

p— 1 — r=^ — 9 Bedingungen ausmacht, wenn eine Curve ^««3 durch G^^ 

gehen soll. Von den Q Punkten einer solchen Gruppe G^^^ haben daher, 

wenn die Schaar g^^^ nicht gegeben ist, auf /2 höchstens Q — q derselben 

eine willkürliche Lage, während die übrigen q dadurch bestimmt sind, aber 

im Allgemeinen mehrdeutig. — Die Umkehrung dieses Schlusses spricht 

sich so aus: 

III'. Hat man auf der irreduciblen Curve /2 eine lineare oo«-Schaar 
{q >> 0) von Gruppen von je ^ Punkten, und sind in einer dieser 
Gruppen mehr als Q-q Punkte willkürlich, so kann die Be- 
dingung p^Q—q+l des Satzes III. nicht erfüllt sein, und man 
hat nothwendig 

Die Existenz der Schaar g^^^ in III. ist oft schon unmöglich, auch 
wenn nur Q—q oder weniger Punkte einer Gruppe willkürlich sind, wenn 
man Specialfillle, wie den, dass einige der Q Punkte für alle Gruppen die- 
selben sind, ausschliesst. Wir führen nur den folgenden Satz an: 

III". Schliesst man den hyperelliptischen Fall von fl — d. h. den Fall, 
wo alle zu fS, adjungirten Curven y«_3, welche durch irgend einen 
Punkt von /2 gelegt werden, noch durch einen weiteren durch 
den ersteren bestimmten Punkt gehen — aus, und hat man auf 

35» 



276 Noether, zur Theorie der algebraischen Raumcurven. 

der irreduciblen f£i eine Schaar g^Q^^ (q > 0), bei der eine Gruppe 
Q — q willkürlich zu wählende Punkte hat, so muss sein 

p^Q-q+1. 

IV. Inearianz-Satz : Bei beliebiger rational-eindeutiger Transformation 
der irreduciblen Curve ß in eine solche Curve f£> bleibt das Ge- 
schlecht erhalten, p' = p, und eine lineare Schaar g^^ von Punkt- 
gruppen auf fi geht in eine ebensolche, g'^\ auf f£, über. Ins- 
besondere gehen die von den zu f£ adjungirten Curven y^_3 aus- 
geschnittenen SpecialschcMren in die von den zu f£> adjungirten 
Curven y^,_3 ausgeschnittenen Specialschaaren von ß. über. 

2. Deßnitionen und Sätze bei Flächen und Raumcureen. 

Bei Flächen gebrauchen wir analoge Definitionen. Eine Fläche 
^ter Ordnung, von der wir in dieser Abhandlung annehmen, dass sie keine 
vielfachen Punkte enthalte, werde mit F^ bezeichnet. P^ine Raumcurve 
werde mit R^ Ä', ... bezeichnet Zwei auf F^ gelegene Curven Ä, Ä', 
welche zusammen den eollständigen Schnitt von F^ mit einer zweiten Fläche 
bilden, sollen zu einander residual, oder die eine der Rest der andern ge- 
nannt werden. Zwei Curven R, Äi, die zur selben Curve fi' residual sind, 
sollen corresidual heissen. Man hat die Sätze: 

V. Restsatz bei Flächen: Sind auf F^ zwei Curven Ä, R^ zu Ä' re- 
sidual, femer R residual zu R[ , so ist auch Ri residual zu R[. 
Specieller: Die lineare Schaar von Curven auf F^, welche mit ß 
von gleicher Ordnung und zu R corresidual sind, kann sowohl durch 
Flächen, welche R', als durch Flächen, welche R[ als Basiscurve haben, 
ausgeschnitten werden, wenn sowohl ß' als R[ residual zu R sind. Beide 
Flächenschaaren sind von gleicher Mannigfaltigkeit. 

VI. Restsatz bei Raumcurven: Wenn eine Raumcurve R als Schnitt 
zweier Flächen F und * gegeben ist, und Ä' ist bei diesem 
Schnitt der Rest von R, so sind die zu R adjungirten Flächen die- 
jenigen Flächen, welche Ä' enthalten. Dieselben schneiden auf 
R die allgemeinsten linearen Schaaren von Punktgruppen aus, 
welche zu einer gegebenen Gruppe corresidual sind; also bei 
rationaler Transformation von R in eine ebene Curve f entsprechend 
den Gesammtschaaren von Punktgruppen auf ^ welche von zu f 
adjungirten Curven ausgeschnitten werden können. Aendert man 
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Diese bekannten Formeln, aus welchen sich bei gegebenen /i und v durch 
zwei weitere der Grössen, etwa m und p, die übrigen ausdrücken, könnte 
man, wenigstens für p > 1 und p' > 1, aus dem Satze VII. ableiten. 

4. Erzeugung der Raumcurve A^ durch Kegel und Monoid. 

Seien im Räume homogene (Tetraeder-) Coordinaten mit Xi : 0^2 : ^3 : ^4 
bezeichnet. Man projicire die irreducible Raumcurve Rl, von dem, gegen 
ÄS, nicht speciell gelegenen, Punkte (a:i = a:2 = a?3 = 0) aus auf eine be- 
liebige, nicht durch gehende Ebene e^ in der die homogenen (Dreiecks-) 
Coordinaten $1 : I2 : I3 bo gewählt seien, dass einem Punkte Xi : 0^2 : ^3 : ^4 im 
Räume bei dieser Projection ein Punkt ii : ^2 : ^3 in £ entspricht, fttr den 

5i • b2 • »3 ^^^ *^1 ' •^2 • «^3 

wird. 

Die Projection der Raumcurve ÄJ. auf die Ebene «^ eine ebene Curve 
fü 1»^' Ordnung, erhalte die Gleichung 

(1.) /m(^i,^2,l3) = 0, oder /:(5) = 0, 

und für die Coordinaten der Punkte der Curve Ä^ selbst ergeben sich Be- 
ziehungen der Art: 

(ä.) Xi l X2 l Xi l X4 = §1 l §2 • ^i • ~ 7y\ 1 

^^ V^»(^9 V^n-ii^) rationale ganze homogene Functionen von ^1, ^2, ^3, bez. 
von den Ordnungen n, «— 1 vorstellen. Diese eindeutige Transformation 
zwischen der Raumcurve ß?» und der ebenen Projectionscurve fü sagt auch 
aus, dass sich R^ als Schnitt der beiden Flächen 

(3.) Ux) = 0, x,rp^,,(x)^yj^(x) = 0, 

wo f^^ y^n-11 V^n bier homogene Functionen in x^^ x^^ x^ sind, darstellen 
lässt Die erste Fläche in (3.) stellt den Kegd dar, der seine Spitze in 
hat und über ß^ steht; die zweite Fläche eine Fläche n^^ Ordnung, welche 
zum («—1)- fachen Punkte hat und Rl, enthält. — Eine solche Fläche 
iiter Ordnung, welche einen (« — 1) - fachen Punkt besitzt, sei mit Cayley, (C), 
eine Monoidfläche oder ein Monoid genannt. Wir betrachten hier nur solche 
Monoide, deren vielfacher Punkt in und nicht speciell gegen die Raum- 
curve ÄS^ gelegen ist, und bezeichnen die Fläche mit M^, wenn dieselbe 
von der Ordnung n ist 

In unserem Falle hat /2 wegen der nicht speciellen Lage von keine 
höheren vielfachen Punkte, als Doppelpunkte, und zwar h Doppelpunkte. — 
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Dem Schnitt der Curve Rj; mit allen Ebenen des Raumes 

entspricht in s der bewegliche Schnitt der Curve /J mit der Curvenschaar 

(5.) (aill+«2?2+a3^3)V^n-l(^)+«4V^«(^) = 0, 

bestehend aus 00^ Gruppen von je m Punkten. Die Curvenschaar (5.) trifft 
also /2 ausserdem in m(i»— 1) festen, allen Curven der Sehaar gemeinsamen 
Schnittpunkten. Davon fallen 2h in die h Doppelpunkte von /*,• denn durch 
diese geht sowohl V^«-i(^) als y^n(ß)j weil für jeden dieser h Punkte die 
Verhältnisse der vier Grössen x zwei verschiedene Werthsysteme annehmen, 
die Ausdrücke in (2.) also unbestimmt werden müssen. Für die m(n-'l) — 2h 
übrigen festen Punkte müssen ebenfalls ^pn-i(S) nnd rpn(ß) verschwinden; 
diese Punkte sind also gerade die iw(«--l) — 2A ausserhalb der h Doppel- 
punkte fallenden Schnittpunkte von V^^-i® mit /2. 

Für die Erzeugung (3.) der Curve R^ sagt dies aus: dass sich Kegel 
und Monoid ausser R^ nur in Geraden durch treffen; dass die Geraden 
des Monoids alle Geraden sind, in welchen der Kegel V^«(a:) den Kegel 
y^n-i (ßö trifft ; und dass von diesen Geraden h in den h von ausgehenden 
Sehnen der Curve R^ liegen, während von den übrigen noch der ganze 
Schnitt der Kegel yj^-^iip) und /«(a:) auf V^n(a:) liegt. 

Aus diesen Schnitten ergeben sich einige Ungleichungen*): aus dem 

von ^f^x(x) und f^(x): 

m(i»-l)-2A>0, 

aus dem von V^„_i(a?) und V'„(aj): 

n(n-l) ^ A+[fii(«-l)~2A], 

also _ 

(6.) (f»-«)(«-l)^A^|fii(ii~l), 

und hieraus, für 1» > 1 — d. h. vorausgesetzt, dass ÄJ» keine ebene Curve ist — : 

(7.) n ^ im- 

§2. 

Erzeugang der Raumcunre durch eindeutige Transformation. 

Die allgemeinste Methode, alle Raumcurven zu erzeugen, besteht 
darin, dieselben durch eindeutige Transformation aus den ebenen Curven 



*) (ff.), Bull. IL, p. 42. 
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abzuleiten. Kennt man auf einer ebenen irreduciblen Curve /^ vom Ge- 
schlecht py 

(1.) m, la, I,) = 0, 

eine lineare oo^-Schaar von Gruppen von je m Punkten, ausgeschnitten von 
einer zu p adjungirten Curvenschaar (und zwar nicht derartig speciell, 
dass schon alle Curven der Schaar, welche durch einen beliebigen beweg- 
lichen Punkt auf f^ gelegt werden, hiermit noch durch weitere durch den 
ersten bestimmte Punkte von f^ gingen): 

(2.) fflV'(l)+a2V'(2)+ff3V^(3)+ff4V^(4) = 0, 

so liefert die Transformation 

eine Raumcurve R^. Um alle existirenden Raumcurven zu erhalten, hätte 
man hiemach erstens für jede Klasse algebraischer Curven — unter einer 
„Klasse" die Gesammtheit solcher Curven verstanden, welche durch ein- 
deutige Transformation aus irgend einer von ihnen ableitbar sind — einen 
ebenen Repräsentanten f" ; zweitens auf einer solchen Curve f^ alle linearen 
oo^-Schaaren von Gruppen ß^ zu kennen. 

Dabei genügte es hier, das erste Problem nur für den Fall zu lösen, 
dass das zweite überhaupt eine Lösung hat; aber hierdurch ist die Frage 
nur auf die Aufstellung aller Normalcurten für diesen Fall, d. h. eben aller 
Raumcurven, zurückgeführt. Indem man sich so doch auf die directe Unter- 
suchung der Raumcurven hingewiesen sieht, bleibt nur die Frage, ob sich 
aus der Erzeugung durch Transformation allgemeine Sätze für die Raum- 
curven ergeben. 

Die Gleichungen (3.), ohne (1.), stellen im Allgemeinen eine sehr 
specielle Fläche vor, auf welcher R^ liegt; vermöge (1.) ergeben sich dann 
weitere specielle Flächen durch R^. Im Gegensatze hierzu wird eine 
speciellere Transformation zu einer Erzeugung der R^ aus allgemeineren 
Flächen fuhren; so diejenige specielle Transformation, welche in § 1, 4 
angegeben ist, zur Erzeugung aus Kegel und Monoid. Dem entsprechend 
gelangen wir, von den nicht specialisirten Formeln (1.), (2.), (3.) ausgehend, 
auch nur zu einem allgemeinen Satze, während die specielle Transformation 
§ 1, 4 im nächsten Paragraphen eine Reihe solcher liefern wird. 

Die Frage nach der Constantenssahl der Gesammtheit der Raumcurven 
Ri,^ bei gegebenen m und p, ist auf diesem Wege bereits erledigt worden, 
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wenn p eine gewisse von m abhängige Grenze nicht übersteigt (B.^ N. 
pag. 307). Ich theile kurz diese Betrachtung mit, um die eigentliche 
Schwierigkeit der Frage hervortreten zu lassen und eine Bemerkung an- 
zuknüpfen. 

Für m > p + 2 gehört eine auf einer irreduciblen f^ gelegene Gruppe 
C«^ deren m Punkte ganz willkürlich gewählt sein sollen, immer (§ 1, II.) 
einer linearen oo^-'^-Schaar an, und solcher Schaaren giebt es also auf f^ 
immer oc^; da nun in jeder linearen oo«-Schaar oo*^«~^^ lineare oo'-Schaaren 
enthalten sind, giebt es auf /^ oo*<"»-'*""^>+'' = oo*^-^^+*> lineare oo^-Schaaren. 

Für m^p+2 ist eine lineare (»^-Schaar von Gruppen G^ eine 
Specialschaar (§ 1, IL). Auf einer Curve p liegen, so lange deren Moduln 
nicht speciellen Bedingungen genügen, ebenfalls 00*"*"^^+*^ lineare Schaaren 
grJJ^; wobei also nur die Bedingung 4iw ^ 3(p+4) herrscht. Die Aufsuchung 
einer solchen Schaar auf der gegebenen p* erfordert hier die Auflösung 
eines Systems höherer Gleichungen (B.^ N, §§ 9, 12). 

Führt man nun durch lineare Transformation noch fünfzehn weitere 
Constanten ein , so erhält man , unter Benutzung der 00^-Schaar zur Trans- 
formation mittelst (3.), die Gesammtheit aller Raumcurven Ä^, welche aus 
einer Curve /^, mit gegebenen Moduln, ableitbar sind. Da aber die Klasse 
ftir p > 1 von 3/i — 3 Moduln abhängt, so folgt: 

dass für tu ^ f (p + 4) die Constantenzahl der Gesammtheit der R^ 

4iw-3(p+4)+15+(3p-3) = 4m 
beträgt. 

Dasselbe ergiebt sich auch für p = und 1, indem man beachtet, 
dass zwar dann die Modulzahl um 3, bez. 1, grösser wird, als 3p — 3, 
dass aber die Curve R^ durch oc', die Curve Rl durch 00^ rationale Trans- 
formationen in sich übergeht*). 

Zu diesem Schlüsse fügen wir hinzu, dass für f»<f(p+4) zwar 
die Bedingungsgleichungen für die Schaar g^^^ an Zahl dieselben bleiben, 
aber von einander abhängig werden können, indem sie sich zum Theil auf 
eine Gruppe von m Punkten, welche der Schaar angehört und sie be- 
stimmt, werfen, zum anderen Theil auf die Moduln von f^ selbst Daher 



*) Für p>l dagegen existirt keine Curve, welche unendlich viele rationale 
Transforinationen in sicn zulässt. Vgl. Schwarz in d. J., Bd. 87 [und neuerdings 
des Verf. Noten in Math. Ann., Bd. 20 und 21]. 
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kann hier die Anzahl der unabhängigen Bedingungen nur gleich oder kleiner 
werden, als im vorhergehenden Falle: 

fllr w<f(p+4) wird die Constantenzahl der Gesammtheit der 
ÄS. ^ 4m. 

Die hier gefundenen Zahlen beziehen sich auf die allgemeinsten 
irreduciblen Raumcurven, welche keiner anderen Bedingung genügen, als 
von der Ordnung m und dem Geschlecht p zu sein. Die weitere Frage 
wäre nun die, ob die Gesammtheit der Ä^ sich in einzelne ganz getrennte 
Familien zerlegen lässt; also: ob die, insbesondere im letzten Falle, auf- 
tretende höhere Gleichung, welche die Schaar g^^ bestimmt, ohne Adjunction 
von willkürlichen Parametern reducibel wird. Auch diese mit der Modul- 
frage zusammenhängende Frage wird später nur an einzelnen Beispielen 
ihre Beantwortung finden können. 

Man kann indess die allgemeine Theorie zum Studium einiger 
specieller Fälle benutzen, von denen einer hier erwähnt werden soll. Für 
2p — 2^f»>p + 2, also jedenfalls fUr p^o, kann man verlangen, dass 
die lineare oo^-Schaar von Gruppen G^., welche aus den Schnitten der 
Kaumcurve mit den Ebenen des Raumes entsteht, eine Specialschaar sei 
(§ 1, IL), Da eine solche Gruppe G^ einer oo"'""''+^-Schaar angehört, von 
denen c»^^^""* auf f^ existiren, folgt hier, dass die Constantenzahl dieser 
speciellen Curven R^ 

(2/i-2-m)-H4(fii-/i-2) + (3p-3)+15 = Sm+p+2 
beträgt 

§3. 

Sätze über die ebene Projectionscurve einer Raumcurve. 

Benutzt man aus der oc^-Schaar, (3.) des § 2, nur eine lineare 
oo^- Schaar zur Transformation von f^y so erhält man eine ebene Curve 
inter Ordnung, welche die Projection der Raumcurve ß?, ist Dieselbe sei 
mit /2 bezeichnet. 

Der Uebergang von der Curve /2 zur Curve R^ ist der in § 1, 4 
angegebene. Unter der linearen (»^-Schaar g^^ von Gruppen G^ auf fSl 
findet sich als Theil eine lineare oo'-Schaar, yiJ^, von Gruppen r^, welche 
von den Geraden aus fSi ausgeschnitten werden. 

Nach dem Restsatze, § 1, 1., wird die Schaar g^^ auf /2 erhalten, 
indem man durch irgend eine Gruppe aus g^^ eine beliebige zu fü adjungirte 
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Curve II*®'" Ordnung legt; die durch die weiteren Schnittpunkte dieser Curve 
mit fi gehenden adjungirten Curven ii*®^ Ordnung schneiden die Schaar aus. 
Wir nehmen insbesondere eine Gruppe F^ aus g^^ und legen durch dieselbe 
die Gerade, verbunden mit irgend einer zu f£ adjungirten Curve (n—l)^^ 
Ordnung, v^,_i, wobei n flir p = nur gleich m—l, für p>>0 höchstens 
gleich Hl— 2 angenommen zu werden braucht; durch die Schnittgruppe G*, 
wo *=(ii— l)fii— 2A, von v^,«i mit f£ wird die Schaar § 1,4., (5.) von 
Curven n^^ Ordnung gelegt, welche g^^ ausschneidet 

Für p<Cfn—2 hat nun die irreducible Curve ft keiner weiteren Be- 
dingung zu genügen, um die Projection einer Raumcurve R^ zu sein; denn 
die von den Geraden ausgeschnittene Schaar y^^ bildet dann immer, wie 
schon im § 2 benutzt wurde, einen Theil einer linearen oo^-Schaar, die fi 
in eine Rl überführt 

Für p^m — 2 wird die Schaar g^^ eine Specialschaar, so dass man 
Ji = m— 3 setzen kann (§ 1, IL). Die h Doppelpunkte von f£ müssen also 
jetzt auf einer Curve (fii — 4)*®^ Ordnung, tp^^^^tp^^^ liegen. Aber man 
kann weiter schliessen: Nach dem A.-Ü.schen Satze (§ 1, III.) hat die 
Schaar g^^ auf fi eine Restschaar g'i''^, wo 

R = m(fii-4)-2A, r = |(fii-2)(fii- 3)-A; 

und diese Schaar kann aus ß ausgeschnitten werden von der in einer 

Gruppe von yi'^ treffenden Geraden, verbunden mit den zu fü adjungirten 

Curven (m— 4)^^ Ordnung, d. h. von den letzteren allein. Diese Curven 

bilden noch eine oo''-Schaar, haben also noch eine Constante mehr, als wenn 

die h Punkte eine willkürliche Lage hätten. Umgekehrt folgt aus dem 

A.- /{.sehen Satze, dass, wenn die zu /;; adjungirten Curven (m— 4)*®'^ Ord- 

nung eine lineare oo''-Schaar bilden, dann auf f^ als Restschaar eine Schaar 

g^^ liegt, in welcher die Schaar y^'^ enthalten ist. Man hat also den Satz : 

I. Die nothwendige und hinreichende Bedingung, dass eine irreducible 

ebene Curve fi die Projection einer ßi, von einem beliebigen 

Punkte des Raumes aus, sei, ist flir jv^tn — 2 die, dass die h 

Doppelpunkte der fSi für die adjungirten Curven (in— 4)*«»' Ordnung 

nur A—l Bedingungen darstellen*). Für p<Zm-'2 herrscht keine 

Bedingung. 

Stellt man nach (ß., iV.), § 9, das Gleichungssystem auf, welches 

*) Vgl. auch (F.), p. 32. 

36* 
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aussagt, dass die durch A— 1 der Doppelpunkte von ß gehenden Curven 
(fw— 4)*®'^ Ordnung auch durch den A*®^ hindurchgehen, so erhält man ein 
System von p — m + S Gleichungen zwischen den Parametern der A Doppel- 
punkte. Da nun die Bedingungen der A Doppelpunkte und dieses System 
im Ganzen A + (/? — fii + 3) oder weniger von einander unabhängige Be- 
dingungsgleichungen vorstellen, so folgt nur, dass für p^m — 2 im Ganzen 
wenigstens oc^"*^"*+^>-*-('^— '+^> = oo*'""* ebene Projectionscurven /2 existiren. 
Geht man alsdann zu der Raumcurve R^ über, so ist durch das willkür- 
liche Projectionscentrum und durch ß der Kegel über ß bestimmt; für 
das Monoid ist zwar i//^_i ^ yj^^ noch auf (X)*" verschiedene Arten wählbar, 
aber die Schaar g^^ bleibt hierdurch unverändert. Dagegen kann dann an 
Stelle der Curve V'n (§ 1? 4.) noch irgend eine Curve der Schaar (5.) § 1, 4, 
gesetzt werden, so dass die Transformation von /2 in ÄJ, noch vier neue 
Constanten einführt. So folgt: 

dass für p^m — 2 die Constantenzahl der Gesammtheit der R^ 

wenigstens 4iw beträgt; 
ein Resultat, das weniger allgemein ist, als das im vorigen Paragraphen 
abgeleitete. 

Aus dem Satze I. folgen von selbst auch Sätze für die adjungirten 
Curven C^-s, C«_6 etc. Man lege nämlich durch irgend ^•(«+1)— 1 der 
A Doppelpunkte von /J eine Curve C,_i der (•— 1)*^° Ordnung; sei P ein 
weiterer Doppelpunkt. Kann man nun durch die A— ^f(f+l) übrigen 
Doppelpunkte eine Curve der Ordnung m— <— 3, C^_i-3, legen, so hat man 
in C,_i+C«.i„3 eine C«_4, welche durch A— 1 der A Doppelpunkte geht, 
also auch durch P. Nimmt man aber P unter den Doppelpunkten beliebig an, 
so sieht man, dass diejenige der beiden Curven, welche durch P geht, auch 
durch alle A Punkte gehen muss. Ist nun i ^it»—2, so ist dies nach § 1, 4. (7.) 
fllr die Curve C, unmöglich, tritt also für C^,.3 ein. Dies sagt aus: 

IL Kann man durch A-^f(f+l) der A Doppelpunkte der Projections- 

curve /2 eine adjungirte Curve der Ordnung m— i— 3 legen, wo 

m— f — 3 ^iiw— 1, 80 geht dieselbe auch durch die übrigen ^t («+!) 

Doppelpunkte *). 
Die A Doppelpunkte stellen für die adjungirten Curven C«_i_3 also 
höchstens A — ^f(f+l) Bedingungen dar. 



*) [Vgl. ausser (F.) noch (y.)» No. 2.] 
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Man kann nun aber auch Beziehungen zwischen diesen Bedingungs- 
zahlen und zwischen den Ordnungszahlen der Flächen aufstellen, auf wel- 
chen die Raumcurve R^^, deren Projection /2 ist, liegt. 

Die Raumcurve R^ sei derart, dass oo*~^ Flächen i^er Ordnung, F,, 
durch sie hindurchgehen, aber nicht mehr. Die Gesammtheit der Flächen 
i^ Ordnung trifft dann Ff in einer linearen oo'-Schaar von Gruppen von je 
mi Punkten, wo 9 = ^(f+l)(f + 2)(f+3)--l--&, der eine eben solche Schaar 
gmi auf /2 entspricht. Sei nun p^mi—q, so wird g^ eine Specialschaar 
und hat, nach § 1, IIL, eine Restschaar g^^ wo 

Ä = iii(iii-f~3)-2A, r=5r + ^m(m-2f-3)-A 

= ^(,n_i-3)(m-f)-[A-iK«+l)(«+2)+&] 

wird. Legt man, um diese Schaar g'i auszuschneiden^ die Curven (m — 3)*®^ Ord- 
nung durch eine solche Gruppe von g^i, welche aus dem Schnitt von i Ge- 
raden besteht, so sieht man, dass g^ durch adjungirte Curven (m — i— 3)^®*^ 
Ordnung ausgeschnitten werden kann. Hieraus folgt: 

III. Sei p>f»f-^(f + l)(f + 2)(f-t-3)+l+&, wo & = 0, 1, 2, ..., 
1=1, 2, ... sein kann. Wenn dann die h Doppelpunkte von /J 
für die zu /2 adjungirten Curven (m — <— 3)*«^ Ordnung mehr als 
A— ^f(f + l)(f+2) + & lineare Bedingungen darstellen, so muss 
R£ nothwendig auf wenigstens 00* Flächen f*®*^ Ordnung liegen. 



§4. 

Anwendung auf die vollständige Schnittcurve zweier Flächen und die Schnittcurve , deren Rest eine 

ebene Curve ist. 

Sei die Raumcurve RZ als Schnitt zweier Flächen F^, F^^ von den 
bez. Ordnungen lu^ v f\lv /Lt^v^ gegeben, und der Rest eine ebene Schnitt- 
curve von einer Ordnung m' <C fi. Hierbei wird 

h = |(2m-Atv)(At-l)(v-l). 

Betrachtet man hier nach § 1, VII. die zu RZ adjungirten Flächen 
(ji+y--^)^^ Ordnung und insbesondere den Theil, welcher aus der Ebene 
durch die Restcurve, verbunden mit fi + r — b Ebenen durch den Projections- 
punkt besteht, so erkennt man, dass auf der Projectionscurve f^ diejenigen 
Punktgruppen, welche aus je m(fi + v—b) auf fi + r — b Geraden liegenden 
Punkten bestehen, durch zu f^ adjungirte Curven (m—3y«r Ordnung aus- 
geschnitten werden können. Dies sagt aus: 
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das8 die niedrigste Curve, welche durch alle Doppelpunkte der Pro- 
jectionscurve fJü hindurchgelegt werden kann, für m' > von der 
Ordnung tu — /i — y + 2 ; für m' = , d.h. wenn R^ eine vollständige 
Schnittcurve ist, von der Ordnung fw— ^ - y +1 = (/U— l)(v — 1) ist*). 
Wie am Schlüsse des § 3 ergeben sich hier die weiteren Sätze: 
Sei i^/Lt-^-v—b und i<Zu; dann giebt es immer zu f^ adjun- 
girte Curven (m— i— 3)*®^ Ordnung, und für diese stellen die h Doppel- 
punkte von f^ nur 

h^^i(i+l)(i+2) 

lineare Bedingungen dar. 

Für alle i ^^u+v— 5 giebt es zu /*« adjungirte Curven (!»--•— 3)^*^ 

Ordnung, und für diese stellen die h Doppelpunkte von /"JJ nur 

A-^f(f+l)(t+2)+^(f-/i+l)(f-^ + 2)(t-.Ai + 3), 
bez. 

A-K«+l)(<+2) + i(t--)ti+l)(t~^+2)(f-/i+3) 

+ K»-^+l)(*-^ + 2)(<-y+3) 

lineare Bedingungen dar, je nachdem fi'^%<iv, bez. i^v^fi ist. 
Für ^' = kann i bis zur Grenze /i + v— 4 gehen**). 



IL Abschnitt. 

Untersuchung der Raumcurven mittelst Schnitte allgemeiner 

Flächen. 

§5. 

Ein Hulfssatz über ebene Curven. 

Für den folgenden Paragraphen, sowie weiterhin, wird ein Hülfsaatz 
gebraucht^ der sich auf ebene Curven ohne vielfache Punkte bezieht und der 
hier entwickelt werden soll. 



*) [Hiemach ist der Satz von (S'.), No. 6, unzutreflfend.] 

**) Dieser Satz ftir fi' = 0, nämlich , dass die durch einen beliebigen Punkt des 
Baumes gehenden Sehnen der vollständigen Schnittcurve zweier Flächen f*^^ und v**' 
Ordnung auf einem Kegel der Ordnung (/u— l)(v— 1) liegen, ist auch bei (F.), p. 65, 

Segeben: ist aber nicht, wie dort bemerkt, als bekannt, sondern als neu zu betrachten, 
a der bekannte Satz sich auf eine Fläche, nicht Kegel, der Ordnung (ju— l)(v— 1) 
bezieht. 
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Die Aufgabe ist, auf einer solchen Curve f^ ^ von der /i*«^ Ordnung, 
die Gruppen von je Q Punkten, G^^^^ anzugeben, welche einer linearen 
Schaar von grösstmöglicher Mannigfaltigkeit q angehören; und der Satz sagt 
zunächst aus: 

dass dieses q gleich ist der Mannigfaltigkeit q* einer solchen Schaar 

y^^'^ von je p Punkten, für die ein Rest von auf einer Geraden 

liegenden Punkten existirt. 

Sei Q = 0LfjL—ßy wo 0^ß<Cf^ ist, so wird q' die Mannigfaltigkeit 

der Schaar y^'^ von Curven a^^ Ordnung, welche durch ß auf einer Geraden 

liegende Punkte gehen, unter Berücksichtigung von /]u = 0; d. h. es wird: 

(1.) 5^' = i«(a+3)-/?, fllr /i>a^/3-l; 

(2.) 5^' = i«(« + 3)-(a+l) = ^(a-l)(a + 2), fllr a</3-l; 

(3.) 9' = (?-K^-l)C^-2), fllr /i^a. 

Der Fall (3.) liefert kein anderes q' als das q einer beliebigen Schaar 
g^^] im Falle (1.) hat man dasselbe q', als wenn die Q Punkte überhaupt 
nur auf einer Curve a^^ Ordnung liegen; im Falle (2.) zerfällt jede Gruppe 
aus y^'^ in fi'-ß auf einer Geraden liegende, fllr alle Gruppen feste Punkte 
und in (a— 1)^ bewegliche Punkte, welche von den Curven (a —1)*«'^ Ord- 
nung ausgeschnitten werden. Nimmt man in diesem Falle (2.) die fi—ß 
festen Punkte statt auf einer Geraden ganz beliebig auf /"^ an, so erhält 
man noch immer dasselbe q'; und dieselbe Schaar existirt auch fllr a = /9— 1. 
Wir beweisen nun: 

dass die Schaaren g/^^ mit der Maximalzahl q überhaupt keine 

anderen sind als die letztgenannten ; d. h. also fllr Q <Iju(ja — 3) 

und (1.) a^/3— 1 Schaaren von Gruppen Gq, deren Punkte auf 

einer Curve a^^ Ordnung liegen; (2.) a^/3— 1 Schaaren von 

Gruppen Gq, welche aus fi—ß festen, im Uebrigen beliebigen 

Punkten und aus (a— 1)|U beweglichen auf einer Curve (a— l)^"^ 

Ordnung liegenden Punkten bestehen. 

Zum Beweise beachte man, dass man nur den Fall (1.) zu behandeln 

braucht; denn im Falle (2.) tritt der Fall (1.) fllr die Restschaar auf. Sei 

also a^/9— 1, 5^' = ^a(a + 3)— /9, und G^^ eine Gruppe aus einer Schaar, 

fllr die q ^ q'. 

Ftlr die Restschaar g^p wird r^^^a— a— 3)(|i— a). Die dieselbe 
ausschneidenden Curven (^a — 3)*«' Ordnung können alle zerfallen ; und sie 



288 Noether, zur Theorie der algebraischen Raumcureeti. 

mögen alle in eine feste Curve t^er Ordnung C,^ i ^ a, und in Curven 
(^—1—3)*®'^ Ordnung C^_i-^^ die nicht alle reducibel sein werden, zerfallen. 
C, möge durch f^i—^j C^^^i^^ durch die (oL — %)fi'-ß-\-Y übrigen Punkte von 
G^^ gehen. 

Auf einer solchen irreduciblen Curve C^-,_3 erhält man durch den 
Schnitt mit den übrigen Curven C^-._3 noch eine oc*^" ^-Schaar von Gruppen 
von je 

Punkten. Hierbei wird für a^f + 2 das zweite Glied von S 

(«-0(»+3)~/^+y^»+3^3, 

wie man sieht, indem man für ß den grössten Werth a+1 setzt; also 

S^(a-f-3)(A^-a-3)-3. 
Nun kann man den für f^ zu beweisenden Satz für die irreducible 
C^ i-3 als bewiesen ansehen; von den betrachteten Gruppen auf Cy,_,-3 
kann es dann höchstens eine (»^^-«"^^^'"-"^-^-Schaar geben. Da es aber 
wenigstens eine c»*"-^ = oo^^-^-^^^-^^-^-Schaar geben müsste, folgt: dass 
f > a — 2 sein muss. 

Da somit die Gruppe GJf^ für q^q* entweder auf einer C« liegt, 
oder (a— 1)/^— y der Q Punkte auf einer C^-i liegen, während die übrigen 
^—/3 + y Punkte der Gruppe für die durch sie gehenden C^^a-2 nicht mehr 
als fi — a—l Bedingungen ausmachen, so folgt leicht, dass für a>ß—l 
nur die im Satze angegebenen Schaaren existiren. 

Spricht man die Aufgabe so aus: Gruppen anzugeben, durch welche 
die Maximalzahl von Curven v^^ Ordnung hindurchgeht, so leitet man, 
indem man das Vorstehende auf die Kestschaar anwendet, den Satz ab: 

Soll auf ff, die Gruppe G^, wo Q beliebig und ^afi—ß^ 0<ß<Zf^, 
derart sein , dass , unter Berücksichtigung von /'^ = , möglichst 
viele Curven von jeder beliebigen Ordnung v^a hindurchgehen, 
so ist nothwendig und genügend, dass Gq eine auf einer Geraden 
liegende Gruppe von ß Punkten zum Rest hat. 

§6. 

Die Curven vom Maximalgeschlecht auf einer Fläche von gegebener Ordnung. 

Es soll in diesem Paragraphen mit Hülfe des vorhergehenden Para- 
graphen ein dem letzten Satze desselben ganz analoger Satz, der sich aber 
auf Flächen, statt auf ebene Curven, bezieht, nachgewiesen werden: 
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dass die Curven R^^ von gegebener Ordnung i», welche auf einer 
irrednciblen Fläche F^, von der Ordnung fi, liegen sollen und 
das grösstmögliche Geschlecht haben, diejenigen Curven R^ sind, 
welche eine ebene Restcurve auf F^ besitzen*). 
Sei 

Rß eine ebene Curve /J^^ Ordnung auf F^, ÄJ der weitere Schnitt von F^ 
mit einer durch Rß gehenden Fläche F«, a^^ Ordnung; so dass (§ 1, 3.) 

Die zu untersuchende Curve sei R^,. Um nun zunächst den Beweis 
zu führen, dass p immer ^n wird, suchen wir eine obere Grenze x flir 
die Mannigfaltigkeit aller Flächen v^^ Ordnung, welche überhaupt durch 
eine JR» von irgend einem Geschlecht p gehen können. Nimmt man aber 
das willkürliche r genügend gross an, so ist bekannt (und wir werden es 
in § 7 wiederfinden), dass es nicht mehr als vm+l-^p lineare Bedingungen 
fttr Fy ausmacht, wenn F^ durch Ri, gehen soll. Man hat dann also 

i(i'+l)(v+2)(v + 3)-l-(j/fii + l-p)^r, 

und damit eine obere Grenze für p. 

Um die Zahl x zu finden, betrachten wir den in einer Ebene £ 
liegenden ebenen Schnitt f^ von F^ und auf demselben die Punktgruppen, 
welche von den durch R^ gehenden Flächen Fy ausgeschnitten werden. 
Hiermit vergleichen wir die analogen auf RZ bezüglichen Zahlen. 

Die f^ wird von der Curve Ri in einer Gruppe G^ von m Punkten 
getroffen, durch welche alle betrachteten Flächen Fy gehen; die auf f^ aus- 
geschnittenen beweglichen Gruppen bestehen also aus Gruppen Gv^-„ von 
je vfJi'-m = (v—a)fjL'\-ß Punkten. 

Wenn man nun sämmtliche Flächen Fy sucht, welche durch Rl, gehen, 
so hat man dieselben aus verschiedenartigen Flächen zusammenzusetzen, 
und zwar 



*) Vgl. ftlr den So/» auch (K.), p. 64. 
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(1.) aus allen Flächen F^«^, verbunden mit F^; 

(2.) aas allen F^ dnreh R^, welche auch vermöge F^ = nicht in die 
Ebene « und Flächen F^_i durch Äi zerfallen; 

(f+2.) aus «', verbunden mit allen F^., durch ÄJ,, welche auch vermöge 
F^ = nicht in «, verbunden mit Flächen F^^.^i durch ß^ zerfallen; 

Diese Flächenarten sind der Definition nach linear von einander 
unabhängig; und es mögen in (1.), (2.), ..., (»+2.)t ••• der Reihe nach 

"9 "U? '•1? • • •? "i9 • • • 

linear von einander unabhängige Flächen existiren. Dieselben Zahlen in 
Betreff der Raumcurve RZ seien bez. 

wobei k = l wird. Um die Zahl /^ auszuwerthen, kann man nach dem Rest- 
satz statt RZ irgend eine dazu corresiduale Curve gleicher Ordnung setzen, 
insbesondere eine Curve ß(a-i)^5 die vollständiger Schnitt von F^ mit einer 
Fläche (a— 1)*«^^ Ordnung, F..i, ist, in Verbindung mit einer ebenen Curve 
Rfi-ß* Diö durch diese RZ gehenden oo'<~^ Flächen Fy_i zerfallen dann 
vermöge F^ = in die Fläche F„_i, verbunden mit den durch die ebene 
Curve Rju^ß gehenden Flächen Fy-,_a+i , welche nicht « zum Factor haben. 
Man beweist aber leicht allgemein, dass solche durch eine ebene Curve 
ß/i-/9 gehenden Flächen Fy_,_„+i vermöge F^ = und « = genau die- 
selbe Mannigfaltigkeit bilden , als vermöge einer ebenen Curve /"^ = die 
ebenen Curven C^^^.a^.!, welche durch ^u— /? auf einer Geraden liegende 
Punkte von /"^ gehen. Hieraus folgt also nach § 5 : dass die Mannigfaltigkeit 
ti—l genau übereinstimmt mit der Maximalzahl der Mannigfaltigkeit einer 
Schaar von Gruppen Gf^^^^a^o-^-ß ^^f f/iy ^o f = 0, 1, ..., v—a sein kann. 
Da nun die durch ÄJ, gehenden Flächen F^^ die Curve f^ in einer 

<x)*'"^-Schaar von Gruppen G^^^y^^^i^^ß treffen, so hat man nothwendig: 

ki^li (t=0, 1, .... y-o). 

Daher wird die Gesammtmannigfaltigkeit der durch die Raumcurve 
Äi gehenden Flächen v^^ Ordnung 

und nach dem oben Gesagten hat man hiermit zugleich eine obere Grenze 
für py welche (iber nach der Definition der Curve RZ mit n übereinstimmt. 
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Sucht man jetzt die allgemeinste Curve US. auf F^^ deren Geschlecht 
p = n ist, so muss flir eine solche Curve 

werden, also, da alle Zahlen k und / positiv oder sind und A^^/^: 

ki = li (<=<^ 1. ••. "-o)- 

Da insbesondere ly_^ >> ist, so folgt auch 

K-a > 0, 

d. h. durch eine solche R^ y für die p = 7i isl^ muss eine Fläche a^^ Ordnung 
hindurchgehen. Da nun ein Restschnitt, von einer Ordnung <Cj^^ sein 
Maximalgeschlecht nur dann erhält, wenn er ein ebener Schnitt ist, so ist 
der Beweis des Hauptsatzes dieses Paragraphen vollständig erbracht 

An diesen Satz lassen sich einige für die Theorie der Raumcurven 
wichtige Bemerkungen und Folgerungen knüpfen. 

Die Fläche F^ war (wegen des Schnittes f^^ in dem Satze als 
irredudbel vorausgesetzt; die Raumcurve RZ dagegen, welche das Maximum 
n des Geschlechts hat, kann irreducibel oder reducibel sein, und das letztere 
wird dann jedenfalls eintreten, wenn a<iß ist. 

Weiss man nur, dass ß^ überhaupt auf einer Fläche /ll^^ Ordnung, 
F^, liegt und ist p>^, so muss also F^ reducibel sein. Ist zu gleicher 
Zeit ßj, irreducibel, so folgt, dass R^ auf einer Fläche von niedrigerer, als 
iuter Ordnung, liegt. — Aber man kann unter Umständen noch weiter schliessen. 

Für a'^ß kann man die F«^ welche RZ aus F^ ausschneidet, eben- 
falls irreducibel annehmen, daher folgt: 

Für a^ß hat man für das Geschlecht der Raumcurve Ra^i^ß die 
gleiche obere Grenze n^^n auf F« und F^ . 

Für 0L<iß wird die F„^ die durch Rß geht, reducibel, und man hat 
dann den Satz: 

Für a<Cß hat eine irreducible Fläche F„ eine andere obere 
Grenze n^ des Geschlechts der Rafi^ß, als n^ und zwar ist n„ < ^. 

Denn man kann dann für die RZ'' auf einer solchen Fa auch eine 

irreducible F^ angeben, welche RZ' enthält, ohne dass der Restschnitt, von 

einer Ordnung >>a^ von F„ und F^ eben wird. 

Ebenso haben alle irreduciblen Flächen F^, fllr welche ^ > v > a 
ist, flir die Curven Äayu-/? eine obere Grenze n^ des Geschlechts, 
für welche n^ ^ n. 
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Sei nämlich 



wo 
also 



m — (j^+()f^i'-ßiy (««=0.1,....*). 

,u^,Uo> l^i> fh> '"> f^k^^ + k 
werden sollen. Für die irreduciblen Flächen F„+< und F^. hat man bei Ä, 
dasselbe Maximalgeschlecht n„^i = tt^^ wobei diese R^ selbst irreducibel ge- 
nommen werden kann. Diese R„^ liegt dann zugleich auf einer irreduciblen 
Fläche F^.^j, woraus für das Maximalgeschlecht n^^_^ der Ä« auf F^_^ 

folgt, dass J^^,..i^^«+< wird. Es wird sogar 7r^._j > 7i^+<, weil Ä«, durch 

die niedrigstens die Fläche (a + f)ter Ordnung , F„^iy geht, auf F^^_^ keinen 

ebenen Rest haben kann. — Für die Flächen Fy, deren v zwischen zwei 
Zahlen fii und .a^^i fUUt, sieht man analog mit Hülfe des vorhergehenden 
Satzes, dass n^^^n^K^n^^^^ wird. 

Daher bilden, wenn die Flächenordnung von a auf a+ür steigt 

(a + Ä ^ fi^^ die Maxima von n^ für die Curven R'l^- auf den irre- 
duciblen Flächen F„, F„+i, ... F^^k eine absteigende Reihe 

und wenn die Flächenordnung von ^* ^ « + *) weiter auf fi« steigt, 
wieder eine aufsteigende Reihe, welche der vorhergehenden gerade 
entgegengesetzt ist: 

während die n^ für irreducible Flächen F^, deren i' sich zwischen 
zwei Zahlen /i^ und fii^x einordnet, sich ebenfalls zwischen die 
betreffenden n^, und 7r^._j einordnet oder mit n^^ zusammenflQlt 

Hieraus folgt weiter: 

Sei pZ>^9 wo 71 das Maximalgeschlecht für die Curven R^ auf der 
irreduciblen Fläche F^ ist; dann wird auchp>7r>>7i„>7r„^i>--. 
Weiss man nun, dass diese irreducible Ri, auf einer Fläche /^^^ 
Ordnung liegen muss, so muss dieselbe auch nothwendig auf einer 
Fläche (a— l)*«*^ Ordnung liegen. 
Die Betrachtung über die Reihe der 7i„ ^ n^^i ? • • • liefert sogleich 
noch einen wichtigen Satz. Sucht man den absolut grössten Werth von 
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p für die Raumcurven m^^ Ordimng, so ergiebt sich, dass man a möglichst 

niedrig nehmen muss. Dies heisst aber: 

Die nicht ebenen Curven m^^^ Ordnung vom Maximalgeschlecht 
müssen auf Flächen zweiter Ordnung liegen; sie werden auf den 
F2 erhalten, indem man als Rest auf F, einen ebenen Schnitt nimmt, 

also: indem man die F2 durch Flächen der Ordnung -^-^ bez. durch 
Flächen der Ordnung T" , welche durch eine Gerade von F, 
gehen, schneidet Dieses Maximalgeschlecht wird daher ^^'7 ^ , 
bez. ^"-^f-^> •). 

§7. 

Die Bedingungen, dass eine Fläche Ffi durch eine gegebene Ranmeurve /^ hindurchgehe. 

Die Raumcurve R^ nehmen wir als irredudbel an. — Wir setzen 

N^ = iO + l)0+2)0+3)-l. 

Es giebt, wie man leicht zeigt, immer irreducible Flächen F^_i, 
(m— 1)*«' Ordnung, welche durch Bj» gehen; auch irreducible F^_2 durch Äi, 
ausgenommen, wenn R^ auf einer F, liegt und p = ist. 

Wir behandeln allgemeiner die Bedingungen, unter welchen überhaupt 
eine Fläche fi^ Ordnung, F^, durch eine irreducible R^ geht 

Sei zunächst 

(1.) A^m>2p-2, 

(2.) p^A^m-iV^+1; 

da die 00^^ Flächen fi^^ Ordnung die Curve ÄJ, in Gruppen G^^ treffen, 

von denen wegen (1.) nur oo^"*~'' auf Äi existiren können (§ 1, IL), so folgt: 

Unter den Bedingungen (1.) und (2.) muss wenigstens eine lineare 

oo''^"^"^'^'-Schaar von Flächen F^ durch ÄJ. gehen. 
Dieses Resultat lässt sich aber erweitem. Nimmt man an, dass be- 
reits 00^"^ Flächen F^ durch R^ gehen, so erhielte man auf Ri, durch den 

Schnitt mit allen F^ noch 00^^" Gruppen G^^ von je /im Punkten. Sind 



*) Dieser absolut grösste Werth von p oder der entsprechende absolut kleinste 
Werth von h wird von (JI.), Bull. II, p. 42, direct erhalten, indem in § 1, 4, (5.^ zwei 
verschiedene Curvenschaaren , welche dieselbe oo'-Schaar von Punktgruppen g^^ aus 

f£ ausschneiden, nach dem ßestsatze mit einander verglichen werden. 
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nun ^m— (iV^— i)+l Punkte einer solchen Gruppe ganz willktlrlich wählbar, 
d. h. ist 

am-(iy,-;i)+l ^ N^^l 
oder 

(3.) fim < 2(iV^-Ä), 
und ist femer 

(4) p > ^m~(A;-i), 

so muss nach Satz III'. des § 1 noch wenigstens eine weitere Fläche F^ 
durch R^ gehen. Da nun die Bedingung fQr die Annahme, dass oo 
Flächen F^ durch Äi gehen, durch (3.), (4.) von selbst erfüllt ist, so folgt : 
Wird der grösste Werth der ganzen Zahl i, welcher den Un- 
gleichungen (3.), (4.) Genüge leistet, nicht negativ, so hat man 
die hinreichende Bedingung, dass durch R^, eine lineare oo^-Schaar 
von Flächen F^ , und im Allgemeinen auch keine weitere F^ , hin- 
durchgehe. Insbesondere (für i = 0) stellen 

(3'.) fim < 2iV^, 

(2.) p ^ ^m-iV^+l 

die hinreichenden Bedingungen dafür dar, dass durch die US» über- 
haupt eine F^ gehe. 
Der oben aus (1.), (2.) geschlossene Satz ist ein specieller Fall dieses 

Satzes. Ein Fall, der über die Grenzen (3.), (4.) hinausgeht, lässt sich mit 

Hülfe des Satzes III". des § 1 analog erledigen: 
Für 



(3".) { 



p > fim—N^+l 



muss ebenfalls eine F^ durch A^ gehen. 

Zu diesen Sätzen, welche fQr eine specielle Curve jßS; nur eine obere 
Grenze für die Zahl der F^ aufzulegenden Bedingungen geben, damit F^ 
durch R^ gehe, tritt noch ein weiterer Satz, welcher diese Zahl in gewissen 
Fällen genau angiebt. 

Die Zahl der Bedingungen war flir eine F^ ^ für welche f^m >> 2/> — 2, 
höchstens /im+l—p. Für ^m^2p — 2 konnte diese Zahl auch >ium+l-p 
werden. Für ^m> 2p— 2 kann der Fall, dass die Bedingungszahl <CiWw+l— p 
ist, dann eintreten, wenn R^ keine allgemeine Curve ist. Nun ergiebt aber 
der Satz VII. des § 1, dass, wenn Ä^ der Schnitt zweier Flächen F^, F^^ 
und die Restcurve RC irreducibel ist, dann vermöge F^ = und F^^ = 



Noether, xur Theorie der (ügehraiedien Raumcwrten. 295 

genau oo^~* Flächen F^+y,-4 durch Äi gehen, d. h. dass für diese ^^+,,,-4 
die Curve BF^ genau m(v + yi— 4)+l— p Bedingungen ausmacht Für jede 
Fläche F^, wo ^ ^ ^ + ^1—4, kann also ÄJ, auch nicht weniger als mfi+l-^ 
Bedingungen darstellen; also: 

Für alle Flächen F^, deren Ordnung fi eine gewisse Grenze 
übersteigt, stellt eine A^^ wie speciell diese Curve auch sei, genau 
m^+l—p Bedingungen dar. Eine Grenze kann dadurch gefunden 
, werden, dass man, wenn man durch R^ zwei Flächen der Ord- 
nungen V und Vx legen kann, die sich weiter in einer irreduciblen 
Restcurve schneiden, ^^y+^i— 4 nimmt. 
Man kann noch den Satz hinzufügen: 

Wird die Curve BP^ durch den Schnitt zweier Flächen F^, F^^ er- 
zeugt und kann man durch die Restcurve eine Fläche der Ord- 
nung y+^i— A^— 4 legen, welche nicht in der Form AFy-\'BFy^ dar- 
stellbar ist, während die Restcurve im Uebrigen ganz beliebig, 
z. B. reducibel sein kann, so kann eine Fläche F^^ um durch ASi 
zu gehen, mehr als mfi+l—p Bedingungen zu erfüllen haben. 
Denn die Flächen F^ schneiden B^ unter den angegebenen Um- 
ständen in einer Specialschaar. 



§8. 

Die Bedingungen, dass eine Fläche Fy durch eine auf einer Flache F^ gegebene Raumcurve ÜjJ^ 

hindurchgehe. 

Für die irreducible Raumcurve Ri, nehmen wir jetzt an, dass bereits 
eine irreducible Fläche fi^^ Ordnung, F^, auf welcher B^ liegt — etwa 
die Fläche niedrigster Ordnung, die überhaupt 72^ enthält — bekannt sei. 

Wir behandeln hier die Bedingungen, unter welchen eine Fläche 
y*«' Ordnung, F^, durch ßi hindurchgehe, ohne dass die Fy die F^ zum 
Factor enthalte. Dabei sei 

»n,^ = iV,-iV,_^-l, (§7.) 

Wy^f, stellt die Mannigfaltigkeit aller Schnittcurven /i.v^^ Ordnung dar, in 
welchen F^ von sämmtlichen Flächen v^^ Ordnung geschnitten wird. Wie 
in § 7 hat man zunächst: 
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Unter den Bedingungen 

(1.) vm>2p-2, 

(2.) p^vm^W,^+l 

muss wenigstens eine lineare ©©'^•'"""""'^'^^-Schaar von Flächen F^, 
von denen keine F^ zum Factor hat, durch Rü gehen« 
Allgemeiner folgt, genau wie in § 7 : 
Dass die Ungleichungen 

(3.) vm<2(»r,„-.i), 
(4.) p>rm-W,^^+l 

eine nicht negative grösste Lösung für die ganze Zahl l zulassen, 
ist die hinreichende Bedingung dafür, dass durch die auf der F^ 
gelegene irreducible Curve R^ noch eine lineare oo^-Schaar von 
Flächen v^^ Ordnung, die F^ nicht zum Factor haben — und im 
AllgQjneinen auch keine weitere Fy — hindurchgehe. Insbe- 
sondere stellen 

(3'.) vm < 2 Wy^,, 

(2.) p^ym^Wy^,+l 

die hinreichenden Bedingungen dafür dar, dass durch diese jR^, 
überhaupt eine von F^ verschiedene Fläche v^ Ordnung (die 
nämlich F^ nicht zum Factor hat) hindurchgehe. 
Wenn (2.) nicht erfüllt ist, so wird es eine specielle, die RJH charak- 
terisirende Eigenschaft sein, wenn ÄS, trotzdem auf einer von F^ ver- 
schiedenen Fläche Fy liegt; ob nun (3'.) erfüllt ist oder nicht. Ist femer (2,) 
erfüllt, nicht aber (3'.), so geht entweder eine von F^ verschiedene Fy durch 
Rü^ oder die von den Fy auf Ri, ausgeschnittenen Punktgruppen bilden eine 
Specialschaar (§ 1, 11.). Die für diesen Fall gültige Relation 

(4.) vm^2Wy^ 

schreibt sich auch, wenn man 

v/i = m + m! 

setzt s 

(4'.) v.j^(/,-4)-m'|^K/«-l)(/«-2)(A*-3), 

setzt also nothwendig 

(5.) m'<.tt(.o-4) 
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voraus. Sie liefert, wenn m und fi gegeben sind, in (4.) eine obere Grenze 

für y, während 

(6.) vti>m 

eine wUere Grenze von v liefert. 



§9. 

Fortsetzung. 1. Restmethode. 2. Methode des ebenen Schnittes. 

1. Auch im letzten Falle des § 8, wobei (2.) und (4.) erfüllt sind, 
existirt eine auf dem Restsatze V. des § 1 beruhende Methode, welche in 
einem sehr allgemeinen Falle nachweist, ob sich durch ÄJ, eine von F^ 
verschiedene Fläche Fy legen lässt. Wir bezeichnen diese Methode als 
Restmethode. 

Sei wieder y/x = m + m'. Durch ÄJ» möge eine von F^ verschiedene 
Fläche {v+Vf^^^ Ordnung gehen, welche F^ in einer Restcurve ÄL+zi treffe. 
Durch diese Curve äLha* ^®S® ™^^ wieder rückwärts eine Fläche der Ord- 
nung 1^1+ 1, welche F^ weiter in einer Curve Ä£, treffe. Diese Curve ÄS, 
wird der gegebenen Curve RF^ corresidual sein. Kann man daher nach- 
weisen^ dass durch R^ zugleich eine Fläche Vi^^^ Ordnung geht, die verschieden 
ist eon F^^ so ergiebt der Restsatz V., § 1, dass auch durch R^ eine von 
Ffj, verschiedene Fläche v^^ Ordnung gehen muss. 

Wendet man aber auf diesen Nachweis den Hauptsatz des § 8 an, 
so folgt: 

Wenn (2.), (4.) des § 8 erfüllt sind, während R^ auf einer von 
F^ verschiedenen Fläche F^^i liegt, und wenn sich durch den Rest 
des Schnittes von F^ mit der F^+i eine Fläche Fy^^i (vi^/j^—S) 
legen lässt, welche F^ weiter in einer irreduciblen Curve schneidet 
und für welche die Ungleichung 

r,KAt-4)-m'| <^(^-l)(.u-2)(^-3), 
für 

fjiv = m + m'y 

erfüllt ist, so inuss ÄS nothwendig auch auf einer von F^ ver- 
schiedenen Fläche Fy liegen. 
Die Anwendbarkeit des Princips dieser Methode ist mit dem ange- 
gebenen Hauptfalle noch nicht erschöpft. Man möge nämlich durch die 
Restcurve RL-^f, auch eine Fläche v^^ Ordnung legen können; alsdann 
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braucht man nur die Annahme zu machen, dass alle Curven auf F^ von 
niedrigerer als m^^r Ordnung, irreducible und reducible, schon behandelt 
sind, um jene Frage für die R^ als erledigt betrachten zu können. Denn 
die Restcurve der RL>^^ wird jetzt von niedrigerer als m^^ Ordnung. Die 
Frage aber, ob durch Äl +^ eine von F^ verschiedene Fläche v^^ Ordnung 
gehe, beantwortet sich nach dem Hauptsatze des § 8 (und Formel (5.) des 
§ 8) jedenfalls dann direct, wenn m— ^^^(^— 4), d. h. m^fi(jiS) und 
RL'+iu irreducibel ist ; oder auch, nach der eben gemachten Annahme, dann, 
wenn m'+fi<Zfn wird. 

2. Neben die Restmethode stellt sich noch eine zweite, dieselbe in 
allen Fällen ergänzende Methode, um zu erkennen, ob durch eine auf einer 
P^ gelegene Curve R^ eine von F^ verschiedene Fläche Fy gehe. Diese 
Methode des ebenen Schnittes beruht, wie die Untersuchung des § 6, auf 
der Betrachtung der Punktgruppen, in welchen ein irreducibler ebener 
Schnitt f^ von F^ von den durch R^ gehenden Flächen getroffen wird. 

Es möge bereits nach irgend einer Methode, etwa nach der allge- 
meinen des vorigen Paragraphen, nachgewiesen sein, dass durch die Curve 
ÄSi noch oo^ Flächen (r+iy^^ Ordnung, F^+i, die ^Ue F^ nicht zum Factor 
haben, gehen. Die Zahl l wird dann eine Function von p sein, und eine 
Grenze für l wird zugleich eine solche für p. 

Wenn nun keine dieser Flächen Fy^^ in die Ebene durch den Schnitt 
f^ und in eine durch ßj^ gehende Fläche Fy zerföUt, erhält man auf f^ 
durch den Schnitt mit den Fy^i noch eine lineare oo^-Schaar von Gruppen 
von je (r+V)iLi — m Punkten. Sobald also l, d. h. p^ so gross ist, dass die 
Maximalzahl der Mannigfaltigkeit für eine Schaar von Gruppen von je (y+l)fi—m 
Punkten der ebenen Curve f^ überschritten ist, muss R^ auf einer von F^ ver- 
schiedenen Fläche v^^^ Ordnung liegen. Diese Maximalzahl ist aber bei der 
Curve f^ nach § 5, (1.), (2.), (3.), einfach bestimmt 

Ueberschreitet die Zahl l die genannte Maximiüsahl um ^i+l) so muss 
R^ auf oc^' Flächen r^^^ Ordnung liegen, die von F^ verschieden sind. 

Genau so, wie man von den Flächen (y+1)^'^ Ordnung durch R^ auf 
die Flächen v^^^ Ordnung durch R^ geschlossen hat, kann man nun von 
diesen auf die Flächen (v—l)^^^ Ordnung durch ß^ Bchliessen; etc. Man 
kommt auf diese Weise zuletzt auf die obere Grenze n von p fUr alle auf 
F^ liegenden Curven R^, ebenso wie es in § 6 gegeben ist 

In Bezug auf Anwendungen dieser Methode vergl. den § 17. 



Noether, zur Theorie der algebraischen Rautncurven. 299 



§10. 

Die Gesammtheit der Raumcurven R^* 

Um auf einer irrednciblen Fläche F^ sämmtliche auf ihr liegende 
Raumcurven R^ zu erhalten, wird man einen Schnitt R^ von F^ mit einer 
Fy nicht mehr zu behandeln brauchen, wenn nachgewiesen ist, dass diese 
Curve schon durch eine Fläche Fy^i aus F^ ausgeschnitten werden kann. 
Demgemäss ergeben die Formeln der §§ 8 und 9 Grenzen fUr diesen Fall, 
wenn man dort v—l statt v setzt D& sich die Ungleichungen 

p>(i/-l)m-»V;.i,^ 

wenn man 

im + m^ == [IV ^ 

setzt, wo also p' das Geschlecht einer Restcurve R^ von R^ beim Schnitt 
von F^ mit einer F^ vorstellt, auch so schreiben: 

so kann man die Resultate der §§ 8, 9 so zusammenfassen : 

Um auf einer irrednciblen Fläche F^ alle irrednciblen Raumcurven 
ÄS», welche zugleich auf keiner Fläche niedrigerer als /uM^ Ord- 
nung liegen, zu erhalten, nehme man die Zahlen r aus der Reihe 
der Zahlen fi^ A^+1? A^ + 2, ..., und zwar zunächst so gross, dass 
m' = /ar—m nicht negativ wird. Die oberste Grenze von r^ welche 
man nicht zu überschreiten braucht, ergiebt sich daraus, dass man 
V kleiner wählen kann, als die kleinste Zahl i^o, für welche die 
beiden Ungleichungen 

»n.-M-(^o-l)m+p>0, 

zugleich existiren. Sei p' durch (1.) gegeben. 
Wird dann 

(a.) p'^mV-3)-ia(|.-l)(|.-2)+l, 

so nehme man auf F^ alle Curvenarten RC, durch welche noch 
eine Fy gehen kann, und lege die Flächen Fy durch diese 72^^ 

38* 
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um Restcurven R^ zu erhalten. Die so bei verschiedenen v (und 

m') erhaltenen Curven R^, werden im Allgemeinen von einander 

verschieden, und Fy die niedrigste Fläche sein, welche durch jRS, 

geht, ohne F^ zum Factor zu haben; specielle Curven Rl, können 

jedoch auf diese Weise auch mehrfach erhalten werden, indem 

zugleich eine von F^ verschiedene Fläche F,_,, i^O, durch Rl, 

gehen könnte. 

Wird aber 

(6.) y>m'Ca-3)-^^(Ai-l)0^-2)+l, 

so nehme man auf F^ alle Curvenarten RCy durch welche noch 

eine Fläche Fy geht, für die 

ist (also jedenfalls auch m! <Cfi(jU'-%) ist, von ^«^ = 3, m' = ab- 
gesehen), durch welche aber keine Fy^ (^i^f^^^) g^H die F„ 
in einer irreduciblen Restcurve schneidet, und wo 

(>^i-l).tA^O-3)-m'j<i(^-l)0t^-2)(^-3) 
ist; und schneide F^ mit den durch die RC gehenden Flächen 
Fy. Auch die bei Variiren von r so erhaltenen Curven R^ werden 
im Allgemeinen von einander verschieden, und Fy die niedrigste 
von F^ verschiedene Fläche sein, die R^ enthält; gewisse dieser 
Fälle, in welchen bereits eine Fy^i, <>0, durch R^ geht, sind 
nach der Methode des § 9 zu erledigen*). 

Um sämmtliche Raumcurven Ä^ des Raumes zu erhalten, betrachtet 
man auf dieselbe Weise alle irreduciblen Flächen F^, von ju = 2 
an bis zu einer oberen Grenze ^ = ^o^ wo ^, der kleinste Werth 
ist, welcher (§ 7) den beiden Ungleichungen 

2iy,-m/A)>0, d.h. Ki^o+2)(^ü+4)+l>m, 

zugleich Genüge leistet. Hierbei ist dann insbesondere der vor- 
letzte Satz des § 6 zu beachten, durch welchen die Grenze für 
jLty wenn p selbst eine dort gegebene Grenze überschreitet, noch 
bedeutend reducirt wird. 



*) Vgl. (JI.)» Comptes rendus t. 70. Da eine Bedingung, wie (3'.), § 8, daselbst 
nicht erwähnt wird, so werden bei (J7.) auch nur die hier unter (n.) gegebenen Curven 

Rm genannt, die unter (6.) gar nicht; und jene unter (a.) werden alle als von einander 
verschieden bezeichnet. 



Noether, &ur Theorie der algebraischen Raumcurven. 301 



§11. 

Ucber die Constantenzahl der Raumcurven. £in neues Element. Eine neue Ungleichung. 

Berücksichtigt man nach den vorhergehenden Paragraphen die mög- 
lichen Lagen der Raumcurven /J^ auf Flächen F^^ so kann man flir viele 
specielle Arten von Raumcurven, die einen Theil der allgemeinsten in § 2 
betrachteten bilden, und auch für Fälle von allgemeinen Raumcurven, deren 
Geschlecht die in § 2 angegebene Grenze f (m — 3) überschreitet, zu genauen 
Bestimmungen der Constantenzahl kommen, in jedem Falle aber zu einer 
unteren Grenze für die Constantenzahl, die viel höher werden kann, als die 
in § 2 gefundene untere Grenze 4m. 

Wir führen zunächst ein neues Element in die Theorie ein. Wenn 
es auch möglich ist, eine irreducible Fläche F^ durch eine gegebene Curve 
BF^ zu legen, so werden doch umgekehrt auf einer gegebenen Fläche F^ 
im Allgemeinen keine solche Curven ÄJ, liegen, da eine Fläche F^ für 
/i > 3 im Allgemeinen überhaupt keine Curven enthält, die nicht vollständige 
Schnitte mit Flächen Fy wären. Die Zahl der Bedingungen , welchen eine 
allgemeine Fläche F^ unterworfen ist, um überhaupt eine Raumcuree einer 
solchen Art R^ enthalten zu können , die von Flächen r^^^ Ordnung ausge- 
schnitten werden kann, sei mit a^^ bezeichnet. 

Es giebt also oo^f'^'f^'' Flächen ^t*«^ Ordnung, welche Raumcurven 
dieser Art R^, die von Flächen y*®^ Ordnung ausgeschnitten werden kann, 
enthalten, wobei 

N, = x(^+l)(^,+2)Ca + 3)-l. 

Ausserdem führen wir folgende Bezeichnungen ein. Sei R^ der 
theil weise oder vollständige Schnitt einer F^ mit einer Fy. Dann seien 
F^, Fl solche Flächen F^, Fy, welche Curven dieser Art Ri überhaupt 
enthalten, also den a^y, bez. a^^^, Bedingungen genügen; A^, Ay sei für 
eine Fläche F^ , bez. Fy , die Zahl der Bedingungen, um durch eine gegebene 
Curve R^ dieser Art hindurchzugehen; t^, bez. ty, sei die Mannigfaltigkeit 
der Schaar von Curven dieser Art R^, welche auf einer gegebenen Fläche 
F^, bez. Fy, liegt; u sei die Mannigfaltigkeit von Curven dieser Art R^ im 
Räume überhaupt. 

Sei femer R^ der Restschnitt von F^ und Fi, und seien die den 
obigen analogen Zahlen für R^ bezüglich mit Ä^, Äy, t'^, t'y, u' bezeichnet. 
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Wie in § 8 sei v>fi und 

W = N —N -1 



W 



= AL für fK^v 



M 






fUr fi = Vy 



und sei s^^y=^Sy^^ die Zahl der Schnittpunkte von Äi und /J^V, also: 

Zunächst hat man nun eine Beziehung zwischen den auf A^ und auf 
RC bezüglichen Zahlen A und /. Denn*) geht man von sämmtlichen 

oo'^ Curven R^, auf einer F^ aus und legt durch jede derselben alle mög- 
lichen von F^ verschiedenen Fy, an Zahl oo '^''»^'■^•', so erhält man alle 
(x/^ Curven R^ auf Fjl, aber jede auf oo^'^'f""^'' Weisen; also 

d. h, 

(1.) ffi^f/d = Ay Ay^ 

und ebenso 

(1 •) ty — ty = A^'-'Afgy 

Die A^ Bedingungen dafür, dass eine F^ durch eine Ri, hindurch- 
gehe, kann man willkürlich auf die Constanten von F^ und die von ^ 
vertheilen, wenn man nur wenigstens gewisse «^ „ der Bedingungen auf die 
Constanten von F^ wirft Denkt man sich F^ nur diesen a^y Bedingungen 
unterworfen, also als Fläche F^, so existiren auf einer solchen F^ aus den 

oc" Raumcurven ÄJ, noch oo**'"^'*^""'"*'^ ; also 



d.h. 



und ebenso: 



(2.) u = <.+A-« 



/i,y> 



(2'.) u = ty-\-Ay-a^^^ 

(3.) «' = <;+^;-«^.., 

(3'.) ti' = <;+^^-«..^, 

wobei die Zahlen a^ „ für ß^ nnd RX,. offenbar gleichzusetzen waren. Aob 
diesen Beziehungen folgt 



*) (S.), p. 234. 
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(4.) { 



u—u' = A^+A,—Ä^—Ä,, 

r 



— V "T *y ~~ *^ ~ '»^ > 

Man hat so fünf unabhängige Beziehungen zwischen den zwölf 
Grössen A^^ A^y t^, i^^ A^y Äy, ty^ ty^ a^y, tty^y Uy u' ; wobei sich als dks 
allgemeine und wesentliche Problem zur Bestimmung der Zahl u nach (2.) 
die unabhängige Bestimmung der Zahl a^y erweist. 

Um diese unabhängige Bestimmung zu erhalten, stellen wir folgende 
Betrachtung an: Damit eine vollständige Schnittcuree zweier Flächen /m^^^ und 
yier Ordnung s^j^^y wirkliche Doppelpunkte erhalte und in zwei Curven mit s^^y 
Schnittpunkten zerfalle^ werden o^y Bedingungen nöthig aein^ wo a^y höchstens 
gleich s^^y ist. 

Für die allgemeinsten Raumcurven ÄJ,, von gegebenem m und p^ 
beweisen wir diesen Satz im nächsten Paragraphen unter 3. ; und zwar für 
beliebig hohe Zahlen /tty r. Wenn nun flir Flächen F^, Fy von hohen Ord- 
nungen fj^y V die Berührung in «^ „ Punkten schon die genügende Bedingung 
für das Zerfallen vorstellt, wird dies für Flächen F^, Fy von niedrigeren 
Ordnungen um so mehr stattfinden müssen; und man wird daher den Satz 
auf die allgemeinste Schaar von Curven R^, ausdehnen können, welche keiner 
weiteren Bedingung genügen^ als auf einer irreduciblen Fläche F^ und zugleich 
auf einer von F^ verschiedenen Fläche Fy (y ^ fi) zu liegen. Ausgeschlossen 
bleibt bei dem Satze, dass man nur einen speciellen Theil dieser Gesammt- 
heit von Curven aufsuche, z. B. nur solche Curven /J^, durch welche zu- 
gleich eine grössere Schaar von Flächen fi^^^ Ordnung geht, als durch die 
allgemeinste auf F^ und Fy liegende Curve ÄJ». 

Hiemach giebt es im Räume 

Raumcurven , welche vollständige Schnitte von Flächen fi^^ und v^"^ Ord- 
nung sind und in zwei Curven /J^, B!^. unserer Art zerfallen. Aber solcher 
Curvensy Sterne giebt es auf jeder Fläche F^ 



^'^L+^^y^fi-^v^ ^ ^''fi'^(^^y.ß^''K^ 



W.. „— o. 



und da man oo ^^ ^**' verschiedene Flächen F^ hat, welche solche Curven- 
gysteme, und zwar lauter verschiedene, enthalten, so giebt es auch im Räume 
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solcher Curvensysteme. Also wird 

d.h. 

(6'.) a^,, ^ «^,,. 

In dieser Ungleichung (6.), (6'.) ist die neue Relation enthalten, 
welche in Verbindung mit den obigen Gleichungen die Grösse u bestimmen 
lehrt. Es ergiebt sich: 

ly ^y^fi ^^ l^^ A'»*' " 

U = A^-\-Ay O^yy 

fl' = ÄfA-^y-O^^y^ 



(8.) 



§12. 

Fortsetzung. Bemerkungen und Specialisirungen. 

1. Die Zahl a^y. Sucht man entweder die allgemeinste Schaar der 
Curven A^^ von gegebenem m und p, oder die allgemeinsten auf irreduciblen 
Flächen F^ liegenden Curven Äi, so herrscht im ersten Falle für ^ und y, 
im zweiten Falle flir v eine Willkürlichkeit. Aber man wird in der Formel 
(8.), § 11, für fl im Allgemeinen dann den genauesten Werth erhalten, d. h. 
a^y wird dann am nächsten an «^„ liegen, wenn man fi und v, bezüglich 
v^ möglichst niedrig nimmt. Wenn man nämlich fi fest, aber v beweglich 
annimmt, so wird bei gegebenen Curven Rl, die Grösse «— ^^, also auch 
nach (8.) die Grösse Äy— a^y unabhängig von v werden. Aber für genügend 
grosse V wird auch Ay—s^^^y von v unabhängig; denn es ist dann nach § 7: 

^ = ym+l-p, «^^=m(|^+i/-4)-(2p-2), 
Äy-8f,^y = />-(^-4)m-l. 

Also wird für genügend grosse v auch «^ ,, — a^y eine von v unabhängige ccm- 
stante Zahl. Nimmt man nun v kleiner, so wird nach § 7 ^^ im Allge- 
meinen ^ym+l—p, d. h. ^fA.v'-^fA.v ^ als die genannte, für grosse v gültige 
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constante Differenz. — Nur wenn die Curve R^ so speciell seih sollte, dass 
für ein v^ die Grösse Ay,<Cy^m+l—p werden sollte, wird man r>>y' wählen. 

2. Corresidualiläl der Cureen ß^. Die in § 11 auftretenden Flächen 
haben eine bemerkenswerthe Eigenschaft, für die das Analogon bei den 
Curven in der Ebene nicht existirt. Da nämlich eine allgemeinste irredu- 
cible Fläche F^ für ^u >> 3 überhaupt nur vollständige Schnittcurven ent- 
hält, so werden die Curven ÄJ, auf den Flächen F^^ welche keiner anderen 
Bedingung unterliegen, als eine Curve R^ zu enthalten, für ^>3 eine 
einzige lineare Schaar bilden. 

Aus der Geometrie der Flächen zweiter und dritter Ordnung ist femer 
bekannt, dass auch die auf diesen Flächen liegenden Curven ÄJ,, welche 
alle niedrigstens von Flächen r^er Ordnung ausgeschnitten werden, eine end- 
liehe Zahl von linearen Schaaren, alle von gleicher Mannigfaltigkeit, bilden. 

Hiemach ergeben sich für unsere Fälle noch weitere Beziehungen 
zwischen den Zahlen A und t des § 11. Denn man muss auf F^ schon 
alle auf F^ liegenden Curven Äj; erhalten, wenn man nur durch eine Rest- 
curve RCy bez. für ^ = 2 und 3 durch eine endliche Zahl solcher, alle 
Flächen F^ legt; d. h. man hat 

(9.) tf^ =■ Wy^f^^Ay 

und ebenso 

(10.) <; = Wy^,^Ay. 

War auch Fy irreducibel, so folgt: 

(9 .) ty = yyf4,y "■ A^ , 

(10'.) t'y = W,^y^A, 

und dann: 

3. Die allgemeinsten Curven Äj;,. Für die Gesammtheit der Curven 
Rl,, von gegebenen m und p^ nehme man in § 11 die Zahlen /i und r 
genügend hoch an; so wird (§7): 

A^ = ,um+l-p, 

Ay = rm+l— p, 

V = m(^ + i/-4)-(2p-2), 
also 
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(11.) r-- 
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Nach § 11 wird daher 

u = A^+Ay— a^y ^ 4m. 

Umgekehrt ergiebt sich, weil nach § 2 der Werth von «i^ 4m ist, dass 



sein mass, d. h. der Beweis des in § 11 benutzten Satzes. 

Für die allgemeinsten Curven ÄJ,, bei welchen p^f(w — 3) ist, 
kann man nach § 2 noch weiter gehen. Denn da alsdann ii = 4m wird, 
und da hier A^ und Ay nur gleich oder grösser als die angegebenen Werthe 
werden, so folgt: dass für alle F^ und F^, welche eine allgemeinste ÄJ,, 
p^|^(m — 3), enthalten können, genau 

A^ = ^m+l-p, 
Ay = vm +1— p. 



^yU,V ^fJlyV 



wird. 

4. Die Curren vom MaximalgescMechL Für die irreduciblen Curven 
RZ auf einer Fläche F^, deren Restschnitt eine ebene Curve ist (§§ 4, 6), 
ergiebt die Betrachtung der Zahl u' für den Restschnitt leicht, dass bei 
diesen Curven die Zahl a^ „ immer kleiner wird als s^^y^ ausgenommen den 
Fall, dass die Ordnung der ebenen Restcurve ^ 3 ist, wobei a = *^ „ wird. 



m. Abschnitt 

Anwendungen auf die ßaumcurven der einzelnen Ordnungen. 

§13. 

Eintheilung der Raumcurven. 

Das Gesammtgebiet der Raumcurven /JJ», von gegebener Ordnung 
m und gegebenem Geschlecht p, bildet eine algebraische ^ im Allgemeinen 
redudble, Mannigfaltigkeit. Die verschiedenen von einander getrennten 
irreduciblen Gebiete, in welche dieselbe zerfallen kann, können auch ver- 
schiedene Dimensionszahlen , die indess nach § 2 alle ^ 4m sein müssen, 
besitzen. Irgend zwei dieser getrennten Gebiete können wieder Untergebiete 
gemein haben, aber mit geringeren Dimensionszahlen, als die Zahlen in 
jedem der beiden Gebiete betragen. Die Gesammtheit der in einem jener 
irreduciblen Gebiete enthaltenen Raumcurven Rt bezeichnen wir als eine 
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Cureenfatnilie; wir haben die verschiedenen Curvenfamilien, in welche die 
Ri zerfallen, als von gleichem Grade der Allgemeinheit zu betrachten, 
indem keine in der anderen enthalten ist. 

Hat man nach anderen Kriterien Curvengebiete der Ä^ aasgeschieden, 
so wird man im Allgemeinen nur specielle Untergebiete aus diesen Familien 
vor sich haben. Unterscheidet man die Curven ÄJ, insbesondere nach den 
Kriterien der §§ 6 — 10, also etwa nach den Ordnungszahlen der Flächen 
niedrigster Ordnung, auf denen die Curven liegen können, so wird man 
wohl Cureenspedes aufstellen können; aber die Frage der Einordnung der- 
selben in die oben bezeichneten Curvenfamilien bleibt zunächst unent- 
schieden. 

Indessen bieten doch auch diese Paragraphen, in Verbindung mit 
den Betrachtungen über die Constantenzahlen, also den §§ 11, 12, in vielen 
Fällen die Mittel, um die Eintheilung der R^ in allgemeine Curvenfamilien 
und darin enthaltene Species durchführen zu können. Hat man nämlich 
zwei Species R^^\ /J^^'^, von denen die erstere nicht auf Flächen niedrigerer 
als /Ui^er Ordnung, F^, , die zweite nicht auf Flächen niedrigerer als /Un^^^ Ord- 
nung, F^,, liegt, und ist f^iZ> i^i-^ so kann die erste Species, ÄSJ^^, kein 
specieller Fall der zweiten, ÄSJ'^, sein; die zweite Species ist aber entweder 
von der ersteren getrennt oder ein specieller Fall derselben. Hat nun die 
zweite Species eine Constantenzahl , die gleich oder grösser ist, als die 
Constantenzahl der ersten Species, so müssen die /J^^'^ ein von den R^^^ ge- 
trenntes Gebiet bilden*). 

Wird Ä^^'^ durch den Schnitt zweier Flächen F^,, F^,; R^J^^^ durch 
^fi^9 Fy, erhalten, so wird R^^^^ jedenfalls dann als specieller Fall von 
R^^^^ zu betrachten sein , wenn 1/2 = 1/1, 1^2 <C f^i oder //j = A^i 1 ^2 < ^1 ist, 
und wenn die beiden Gebiete nicht getrennte sind. Ueberhaupt wird man 
von einer Curvenfamilie, statt Curvenspecies , nur dann reden dürfen, wenn 
erstens die betrachteten Curven R^, die niedrigstens auf einer Fläche F^ 
liegen sollen, die allgemeinsten Curven R^ sind, welche aus einer irreduciblen 
Pfi ausgeschnitten werden können, und wenn zweitens die Angabe der Zahl 
fji keine speciellen Bedingungen für die /Jj, involvirt. — Dass bei der Defi- 
nition einer Species durch die Zahlen //^ v von ausschneidenden Flächen 
F^, Fy immer auch noch Curven ÄJ, erhalten werden, welche dieser Species 



*) Ein Beispiel hierzu, R\\ findet sich bei (JI.), Bull. II. p. 69. 

39» 



308 Noether, zur Theorie der algebraischen Raumcureen. 

zwar angehören, aber welche etwa auf reduciblen F^ oder auf Flächen von 
niedrigerer als ,u^^ Ordnung liegen, lässt die allgemeine Definition der 
Species unberührt, weil diese specielleren Curven nur ein Untergebiet der 
Species füllen. — 

Nach diesen Gesichtspunkten werden die einzelnen im Folgenden 
erhaltenen Species von Curven R^ bei jeder Zahl m so weit möglich in 
Familien zusammengeordnet. Man kann dabei oft auch andere Gesichts- 
punkte benutzen ; so ist es z. B. für die Curven R^, von einem Geschlecht 
p ^ m — 2, aus ihrer Erzeugung durch eindeutige Transformation aus ebenen 
Curven klar, dass ihre Gesammtheit, bei gegebenem m und p, nur ein 
irreducibles Gebiet, also eine Familie bildet; denn erst wenn man Special- 
schaaren zur Transformation verwendet, kann dabei eine Trennung ein- 
treten (§ 2). 

§14. 

Die Curven auf den Flächen der Ordnungen 2—5. 

Bevor wir die Anwendungen des zweiten Abschnittes auf die Curven 
ÄJ, in der Reihenfolge der Zahlen m geben, sollen in diesem Paragraphen 
diejenigen allgemeinen Sätze, welche sich auf die auf Flächen F^ liegenden 
Raumcurven bei den niedrigsten Werthen von fi beziehen und sich aus dem 
§ 10 etc. unmittelbar ergeben, kurz ausgesprochen werden. 

1. ^ = 2. Die Curven auf F,, welche sich mit Erzeugenden 
einer Schaar, und die Curven, welche sich mit Erzeugenden der 
anderen Schaar zu vollständigen Schnitten ergänzen, stellen alle 
auf Fj liegenden Curven vor. Für m >> 4 wird für die R^: 

u = 2m+p + 8. 
Allgemein wird hier: 

«2,y = 0, 

^2,v ^^ *2,y ) 

d. h. damit eine vollständige Schnittcurve (F2, Fy) in zwei Curven 
mit «2.V Schnittpunkten zerfalle, sind genau «j,^ Bedingungen er- 
forderlich. 

2. ,a = 3. Ausser den vollständigen Schnittcurven liegen auf 
einer allgemeinen F3 nur Curven, für die Restcurven R^. mit 
^(f»'— l)(iii— 2) oder mehr scheinbaren Doppelpunkten existiren. 
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Einzelne specielle Werthe ausgenommen, liegen auf der F^ Curven 
von jeder Ordnung und von jedem das Maximum des § 6 nicht 
überschreitenden Geschlecht Geht durch die Curve ß?, und die 
niedrigste Restcurve nur eine Fläche F3, so wird 

u = m+p+18] 

und immer wird auch hier 

«3,v = 0, 

Es sei noch bemerkt, dass schon bei den Curven R^ auf F^ der 
Fall eintreten kann, dessen Behandlung in der Einleitung ausdrücklich aus- 
geschlossen worden ist: dass nämlich die Flächen von niedrigster Ordnung, 
welche R^ aus F3 ausschneiden, die F3 längs Cureen, insbesondere Geraden, 
berühren müssen. 

3. .a = 4. Ausser den Curven vom Maximalgeschlecht (§ 6) 

liegen auf F4 nur Curven, für die Restcurven RC auf F4 existiren, 

deren p'^m'—S ist Sind die Curve ÄJ, und die Restcurve R^. 

irreducibel und geht durch jede der beiden nur eine Fläche F4, 

so wird 

u = p + 33. 
Im Allgemeinen wird 

«v = 1, 
und immer 

O^y = *4,y» 

Die sehr einfachen Modificationen bei ^ = 3 und 4 , welche bei 
niedrigem m oder m' eintreten, werden bei der Untersuchung der einzelnen 
Raumcurven R^ ihre Darstellung finden. 

4. ix^b. Ausser den von Flächen Fj auszuschneidenden Curven 
liegen auf einer F5 nur solche irreducible Curven, welche Rest- 
schnitte Ä^'. besitzen, für die entweder p* ^ 2m'— 9 ; oder ml ^6 ; 
oder m! = 6, p' = 4; oder n! = 7, p' = 6; oder m' = 8, p' = 8 ist 

§15. 

Die Species der irreduclblen Raumcurven bis zur neunten Ordnung hin. 

Wir geben im Folgenden nur eine kurze Uebersicht über die Resul- 
tate, welche aus den Entwickelungen des zweiten Abschnittes, insbesondere 
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den §§ 6, 7, 10, 11, für die Curven der ersten Ordnungen hervorgehen, 
indem wir in Bezug auf die weiteren Ausführungen auf die Abhandlung 
selbst verweisen. — Wenn die Curve R^ als Schnitt einer irreduciblen 
Fläche F^, ^*er Ordnung, mit einer Fläche v^^^ Ordnung erhalten worden 
ist, bezeichnen wir dieselbe durch [jli^ v]^ insbesondere dann, wenn /i die 
niedrigste Ordnung für eine irreducible Fläche F^ ist, die Ri, enthält. Die 
Curven [1, m] führen wir nicht besonders auf» 

1. «1 = 5. 

[3, 3], u = 20. Die Ä5 hat eine vierpunktige Sehne. 

[2, 4], u = 18, mit 00^ vierpunktigen Sehnen. 

[3, 3], u = 20. 

[2, 3], u = 20. 

ai ist als Unterfall der Familie a,j aufzufassen. 

2. »1 = 6. 

a^. p = 0, [3, 4], tf = 24. 

o.;. p = 0, [3, 3], 
wenn man als Restcurve eine doppeltzählende Gerade und eine diese nicht 
treffende einfache Gerade nimmt*). « = 23, «3,3 = 0. Mit einer fllnf- 
punktigen Sehne. 

mit 00^ fünfjpunktigen Sehnen. 



öl). 


p = 0, 


0,',. 


p = 0, 


«1- 


P = l, 


Oj. 


p = 2, 



o,','. 


p=0, 


[2, 6], 


« = 20, 


«1. 


P-1, 


[3, 3], 


« = 24. 


Oj. 


p = 2, 


[3, 3], 


« = 24. 


03. 


/> = 3, 


[3, 3], 


«=24. 


«;. 


p = 3, 


[2, 4], 


« = 23. 


«4. 


p = 4, 


[2, 3], 


« = 24. 



al^ ist als specieller Fall von o^ ^ als solcher von a^ zu betrachten; ebenso 
(^ als solcher von 03. 
3. m = 7. 
flu . /? = 0, [4, 4], u = 28, «4,4 = 1. 

flf,. p = 0, [3, 5], (auch schon [3, 4]), ti = 25, «35 = 0, mit 

einer sechspunktigen Sehne. 

ai!. p = 0, [2, 6], u = 22, mit 00^ sechspunktigen Seimen. 



*) Diese Species fehlt sowohl bei (ff'.), als bei (S.), obwohl an beiden Orten die 
Singularität der Bestcurve nicht, wie es hier geschehen soll, ausgeschlossen ist. 
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Ol. 


p=l, 


[4, 4], 


« = 28, 


«4,4 = 1- 






»;. 


/»=!, 


[3, 4], 


»=26, 


«3,4 = 0, 


mit zwei 
Sehnen. 


fttnfponktigen 


O]. 


p = 2, 


[4, 4], 


« = 28, 


«4,4 = 1. 






Oj. 


p = 2, 


[3, 4], 


« = 27, 


«3.4 - 0, 


mit einer 
Sehne. 


fiin^anktigen 


«3. 


p-3, 


[3, 4], 


» = 28, 


«3,4 = 0. 






oi. 


p-3, 


[3, 4], 


(auch schon [3, 3]), « - 27, 


«3,4 = 0, 



mit einer fünfpunktigen Sehne, o^ ist specieller Fall von 03, obwohl die 
ßestcnrve bei Ö3, eine aus zwei sich nicht schneidenden Curven Rl und R\ 
bestehende Curve R% kein specieller Fall der irreduciblen Restcurve Ri von 
03 ist. Dies ist dadurch möglich, dass man , um auf F3 alle Curven A? zu 
erhalten, nicht alle Restcurven R5 zu verwenden braucht, sondern bei ai 
nur solche Unterßllle der reduciblen Ä5, die zugleich UnterföUe der irredu- 
ciblen Rs in «3 sind, nämlich einen ebenen Schnitt von.F3, verbunden mit 
einer doppeltzählenden Geraden. 

Ö4. p = 4, [3, 3], 11 = 28. 

«i. p = 4, [2, 5], u = 26, mit 00* fünfjpunktigen Sehnen. 

05. p = 5, [3, 3], « = 28. 

Oß. p = 6, [2, 4], fi = 28. 

Die Familie Oq hat die zwei Species a^ cil^ die Familien Oi, o?, 03, a« 
bez. die Species al, o^, 03, a« als UnterföUe. Betrachtete man die möglichen 
fünf- oder mehrpunktigen Sehnen als Eintheilungsgrund , so könnte man 
noch weitere, in den genannten Familien enthaltene Species aufstellen: 
B^ mit einer fUn^unktigen Sehne, w = 27; Ä? mit zwei solchen, w = 26; 
Ä7 mit einer sechspunktigen Sehne , w = 26 , ausgeschnitten durch [4, 4], 
eine von der vorhergehenden getrennte Species; R] mit einer fttnfpunktigen 
Sehne, u = 27. 

4. «1 = 8. 

o,) . /? = 0, [4, 4], u = 32, «4.4 = 1. 

of,. p = 0, [3, 6], (auch schon [3,4]), 11 = 26, mit einer sieben- 

punktigen und einer fünfpunktigen Sehne. 

of/. p = 0, [2, 7], u = 24, mit 00^ siebenpunktigen Sehnen. 
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«1. p = 1, [4, 4], u = 32, «4 4 = 1. 

aj. p = l, [3, 5], (auch [3, 4]), ti = 27, mit zwei sechspunk- 

tigen Sehnen. 

a". p = 1, [3, 5], u = 27, mit einer sechspunktigen und fünf 

fünfpunktigen Sehnen. 

Diese Species bildet, obwohl sie alle Hauptzahlen, wie u etc.^ mit 
a[ gemein hat, eine von a[ getrennte Species, die nicht als [3, 4] erhalten 
werden kann. 

u = 32, «4,4 = 1. 

(auch [3, 4]), u = 28, mit einer sechspunk- 
tigen und zwei ftinfjpunktigen Sehnen. 

u = 32, «4 4 =1. 

u = 29, mit vier fün^unktigen Sehnen. 

u = 32, «4 4 = 1. 

u = 30, mit zwei fttnfpunktigen Sehnen. 

u = 32, «4,4 = 1. 

u = 31, mit einer fün^unktigen Sehne, 
Restcurve eine (R^ + R^). 

a'^ . p = b^ [3, 4], w = 31, ohne ftinfpunktige Sehne, Rest- 
curve eine (Äi*+ßi^. 

a'^\ p — b^ [2, 6], ti = 29, mit oo^ sechspunktigen Sehnen. 

«6. p = 6, [3, 4], fi = 32. 

Ö7 . p = 7, [3, 3], u = 32. 

os . p = 8, [2, 6], u = 32, mit oo^ ftinfjpunktigen Sehnen. 

oo. p=9, [2, 4], fi = 33. 

Die Familie «u enthält die Species «i, diese a^] die Familie a^ ent- 
hält die beiden getrennten Species al, a'i als UnterfUUe ; ch^ 03, 04 enthalten 
je noch eine Species o^, o^, a«; die Familie a^ enthält die beiden getrennten 
Species «5, a's als Unterfälle, während «5' als Unterfall von a^ zu be- 
trachten ist. 

Im Anschlüsse an die letzte Bemerkung des § 2 kann man nach 
denjenigen irreduciblen Curven Rl fragen, welche von den Ebenen des 
Raumes in einer Schaar von Specialgruppen geschnitten werden. Man zeigt 



Oj . 


p = 2, 


[4, 4], 


o^. 


p-2, 


[3, 5], 


th ' 


p = 3, 


[4, 4], 


*^. 


/>=3, 


[3, 4], 


04. 


p = 4, 


[4, 4], 


«;. 


p = 4, 


[3, 4], 


«5 . 


JB = 5, 


[4, 4], 


ai. 


/» = 5, 


[3, 4], 
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leicht mit Hülfe von § 1, VII., dass diese Curven auf Flächen dritter 
Ordnung liegen und zur Species a's gehören müssen. Da 05 ' diese Eigen- 
schaft nicht hat, muss a's' zu Os gehören. 

6. m = 9. 

Ou . p = 0, [5, 5], ti = 36, «5,5 = 10, aj 5 = «5.5. 
Ol', • p = 0, [4, 5], u = 33, «4 5 = 1, a4 5 = «45. Restcurve 

irreducibel, 
Speciell p = 0, [4,5], Restcurve (fli + Ä?o)- Mit siebenpunktiger 
Sehne, u = 32, «4,5 = 2 , 0^^ = «45. Die allgemeine /£} mit einer sieben- 
punktigen Sehne hat ti = 33 und liegt nicht auf einer Fläche F« . 

Ol'/. p = 0, [4, 6], (auch [4,5]), 11 = 32, «4,6 = 2, 04,5 = «4,6, 

mit achtpunktiger Sehne. 

ail'. p = 0, [4, 4], u = 28, «4,4 = 5, a4 4 = «44, z. B. die Cur- 
ven mit vier sechspunktigen Sehnen. 

a[,\ p = 0, [3, 7], (auch [3, 6]), u = 27, «3,7 = 0, 03,7 = «3,7, 
mit einer achtpunktigen und fünf fünfpunktigen Sehnen. 

0,5" , p = 0, [2, 8], u = 26, mit 00^ achtpunktigen Sehnen. 
«1 • P = I5 [^1 5]j « = 36, «5,5 = 9, a5,5 = «5,5. 
a[. p = 1, [4, 5], n = 34, «4,5 = 1, ^4,5 = «4.5. 
Ol . p = 1, [4, 4], u = 30, «4 4 = 4, a44 = «44, wenn die Rest- 
curve eine (Rl+R^+R. + R,). 

a'i'. p = 1, [3, 5], u = 28, mit sechs sechspunktigen Sehnen. 
fl, . /? = 2, [5, 5], u = 36, «5,5 = 8,. a5,5 = «5.5. 
oi . p = 2, [4, 5], u = 35, «4,5 = 1. 

oi'. p = 2, [4, 4], wenn die Restcurve z. B. eine (Ä5+Ä1+Ä1), 

wird w = 32, «4,4 = 3, a4 4 = «44. 

oi". p = 2, [3, 6], ti = 29, mit einer sieben-, einer sechs- und 

vier fünfpunktigen Sehnen. 

03 . p = 3, [4, 5], u = 36, «4,5 = 1. 

a^ . p = 3, [4, 4] ; wenn die Restcurve z. B. eine (fle 4 Ri)^ 

wird u = 34, «44 = 2, a4 4 = «44. 

a^ . p = 3^ [3, 5], u = 30, mit drei sechs- und drei fünfpunk- 
tigen Sehnen. 
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f 

f 

f 

Oh • 

08 • 
«9 • 

olu- 
Ojj. 



p = 4, 
/> = 5, 

p = 6, 
p = 6, 

/» = 8, 
p = 8, 
p = 9, 



[4, 4] 
[3, 5] 

[4, 4] 
[3, 5] 

[4,4] 
[3, 5] 
[2, 7] 
[4,4] 
[3,4] 
[4, 4] 
[3,4] 
[3,4] 



« = 36, 
« = 31, 

» = 36, 
« = 32, 

« = 36, 
«=33, 
« = 32, 
« = 36, 
« = 34, 
u = 36, 
«=35, 



«4,4 = !• 

mit zwei sechs- nnd drei fttnfpniik- 

tigen Sehnen. 

«4,4 = !• 

mit einer sechs- und vier fttnf- 
pnnktigen Sehnen. 

«4,4 = 1. 

mit sechs filnl^nnktigen Sehnen, 
mit ao^ siehenpnnktigen Sehnen. 

«4,4 = 1- 

mit drei ftinQ>anktigen Sehnen. 

«4,4 = 1« 

mit einer fÜnQ)nnktigen Sehne. 



u = 36. 
p = 10, [3, 3], » = 36. 

p = 10, [2, 6], « = 36, mit 00' sechspanktigen Sehnen. 
p = 12, [2, 5], » = 38, mit <x>^ fünipanktigen Sehnen. 

So existiren also von jedem Geschlechte 0, 1, . . . , 9 und 12 je eme 
Familie, vom Geschlechte 10 aher zwei getrennte Familien. Die Aafztth- 
Inng aller getrennten Species, in welche die hier genannten Unterflllle zer- 
fallen, nnterblieh. 

§16. 

Die allgemeinen Arten der Raumcurren siebzehnter Ordnung. 

Wir betrachten hier als weiteres Beispiel noch die allgemeinen Arten 
von Raumcnrveu siebzehnter Ordnung. Nach § 7, (3.), (4.) folgt, dass diese 
allgemeinen Arten sind: 

für p = : [8, 8], 

- p = l:[7, 8], 

- p = 2, 3, ..., 19:[7, 7], 

- p = 20:[6, 7], 

- /> = 21, 22, ..., 30: [6, 6], 

- ;; = 31:[5, 6], 

- p = 32, 33, 34, 35 : [5, 5]. 
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Nach § 7, (3".) folgt, dass die Curven für p > 35 auf einer F^ liegeiu 

Dasselbe folgt aas § 6: 

für p = 36 : [4, 5]. 

Da auf F4 das Maximum von p zu 36, auf F3 zu 40 wird, folgt weiter: 

für p > 36 auf F3, für p > 40 auf F^. 

Nach §2 wird für p = 0, 1, . . ., 18: « = 68, und nach §§ 11, 12 
alsdann o^^^=8^^y; ferner die Zahl der Bedingungen flir die Fläche Fg bei 
p = : «8 = 69; flir die Fläche Fy bei p = 1, 2, . . ., 18 : «7 = 52-p. 

Von p = 31 bis p = 35 folgt aus der Betrachtung der Restcurve, 
dass ebenfalls a^ „ = «^ „ und w = 68 wird , und flir die Zahl «5 der Be- 
dingungen für die Fläche F^: «6 = 4. 

Nimmt man nun für die zwischenliegenden Geschlechtszahlen p = 19, 
20, • . ., 30 ebenfalls a^^^ = «^ „ an, so ergiebt sich auch dann ti = 68; femer 
für p = 19: «7 = 33, für p = 20, 21, ..., 25: «6 = 35-/i, für p = 26, 
27, ..., 30: «6 =10. 

Für p = 36 wird u = 69, «4 = 1, ^4.5 = «4,5. Für p > 36 vergleiche § 14. 

So giebt es z. B. für p = 35 vier verschiedene Familien von Curven 
An; die beiden ersten Familien entstehen aus dem Schnitt [5, 5], die eine 
mit irreducibler Restcurve fif und w = 68 , die andere mit einer Restcurve 
(Äf+ÄSO ^^d fi = 68, die letztere also auch als Curve [4, 5], mit a^ = l] 
die beiden anderen Familien liegen auf Flächen F3 und bestehen aus Curven 
[3, 8], die eine mit irreducibler Restcurve Ä7, die andere mit einer Rest- 
curve (ßfi+Äi), und beide mit der Mannigfaltigkeit w = 70. 

§17. 

Anwendungen der zweiten Methode des § 9. 

Es sollen noch einige ganz beliebig herausgegriflfene Fälle von 
höheren Raumcurven behandelt werden, um die Anwendbarkeit der Methode 
des ebenen Schnittes des § 9 zu zeigen. 

1. m = 28. Durch eine irreducible Curve Ä?8 gehen nach § 7 flir 
99 > p ^ 78 noch ocp-'« (flir /i ^ 99 noch wenigstens oo'^ Flächen F^. 
Ein ebener Schnitt /? einer solchen F? würde von denselben in oc^'"^ Gruppen 
von je 21 Punkten getroffen, da aber von diesen Gruppen höchstens oo® 
existiren, müssen für 99 >>p ^ 89 wenigstens oo'''^ (flir p ^ 99 wenigstens 
oo^ Flächen Fe durch His gehen. So liegt also ß§ auf [6, 7], RS auf 

40» 
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[6, 6]. Die Restcurve aus [6, 6] wird für p = 90 zu einer ÄJ"; und von 
solchen Curven können auf irreducibler Fq keine anderen existiren, als eine 
ebene Äü, verbunden mit zwei Geraden. Daher kann die auf irreducibler 
Fe liegende Ä?» auch als Curve [5, 6] erhalten werden. Ebenso, oder auch 
aus § 6, folgt, dass R^l als [5, 6] entsteht, während die Curven R^s Air 
p > 91 nach § 6 auf Flächen vierter oder niedrigerer Ordnung liegen mUssen. 

2. m = 50. Eine irreducible Äg, muss nach § 7 für 251 >p > 216 
auf ocP-''''' Flächen F^o, für p^2bl auf wenigstens oc^ F^o liegen. Im 
ersten Falle erhält man auf einer ebenen Schnittcurve /io einer solchen 
Fl,, durch den Schnitt mit den übrigen der Fj,, noch eine lineare cx)^'*'~^*+^^- 
Schaar von Gruppen von je 50 Punkten, wenn oo^ Flächen Fg durch /^, 
gehen. Von solchen Gruppen existiren aber nach § 5 nur höchstens oo^; 
ja dieser äusserste Fall fuhrt schon nothwendig auf den Schnitt der fm mit 
Curven fünfter Ordnung und also auf die Curve Ägj = [10, 5], die p = 276 
besitzt. Sicher ist also p — 217 — (^ + 1) höchstens gleich 19, d. h. l 
wenigstens = p — 237 : für p ^ 237 gehen wenigstens oc^"""' Flächen neunter 
Ordnung, Fg, durch R^. 

Hieraus folgt weiter, dass die auf irreducibler Fläche Fq gelegenen 
ÄS, für p = 237 als Schnitte [9, 10], fiir p>237 als [9, 9] erhalten werden. 
Betrachtet man jetzt analog eine ebene Schnittcurve /o einer solchen Fg, 
so erhielte man durch die oo'*~'^*^~* Flächen F^o, welche nicht in diese Fg 
zerfallen und doch durch Rl^ gehen, auf fg noch eine lineare ooP""^'*^-Schaar 
von Gruppen von je 40 Punkten; da diese Gruppen aber höchstens eine 
oo^^-Schaar bilden können, so gehen ausser der ersten Fg noch wenigstens 
^p-236 Flächen Fg durch ÄS, : für p ^ 236 gehen wenigstens oo'^^ Flächen 
neunter Ordnung, Fg, durch /?§,, wenn diese Curve überhaupt auf einer irredu- 
ciblen Fläche neunter Ordnung liegt. 

Betrachtet man weiter den Schnitt von fg mit allen diesen Flächen 
Fg, so erhielte man auf /g eine c»^""'^-Schaar von Gruppen von je 31 Punkten; 
da aber von diesen Gruppen höchstens oo^ existiren, so folgt : für p^ 246 
gehen wenigstens oc^"'^'^' Flächen Fe durch ÄS,. 

Ist eine von diesen Flächen Fg irreducibel, so wird Ägg für /? > 246 
als. Curve [8, 8] erhalten. Diese Curven kann man nun analog durch Be- 
trachtung eines ebenen Schnittes fs weiter untersuchen. 

Im zweiten der zuerst genannten Fälle, p^251, folgt genau ebenso, dass 
diese Curven als Schnitte [8, 8] oder als niedrigere Schnitte zu erhalten sind. 
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§18. 

Anwendung auf die Geometrie specieller Flächen. 

Wir haben die Theorie der Baumcurven im zweiten Abschnitt ans 
den möglichst allgemeinen Flächen abgeleitet, d. h. ans den Flächen, welche 
überhaupt keine weiteren Eigenschatten besitzen sollten, als Ranmcurven 
der betrachteten Art zu enthalten; also auch diese Flächen ohne vielfache 
Curven etc. vorausgesetzt. Diese allgemeine Theorie findet nun umgekehrt 
ihre wichtigste Anwendung in der Entwickelung der Geometrie specieller 
Flächen. Hierzu ist nur eine Erweiterung der Betrachtung nöthig, durch 
welche in § 11 die Zahl a^,. eingeführt worden ist. 

Nach § 11 stimmt die Zahl der Bedingungen, welche man einer 
Curve einer Art auflegen kann, damit sie auf einer gegebenen Fläche liege, 
im Allgemeinen nicht tiberein mit der Zahl der Bedingungen, welche der 
Fläche aufzulegen sind, um durch eine gegebene Curve der betrachteten 
Art hindurchzugehen. So schon bei einer F^ und einer Curve Rl oder 
Curve R\. Die Relation, welche diese Verhältnisse bestimmt, ist (2.) des 
§11. Durch die für die F^ hinzutretenden a^^ Bedingungen waren die in 
§§ 11, 12 behandelten speciellen Flächen charakterisirt, und durch die Curve 
ÄS, ist dann ihre Geometrie als gegeben zu betrachten. 

Dieselbe Relation (2.) des § 11, oder 

u = A + t — a^ 

ist nun ihrer Ableitung nach auch noch in folgendem allgemeineren Falle 
anwendbar: man betrachte irgend eine beliebig gewählte Curvenspecies R 
und eine beliebige specielle Flächenart *,- u sei die Mannigfaltigkeit der 
Species R; A bedeute die Zahl der Bedingungen, welchen eine Fläche aus 
der Art * unterworfen werden muss, um durch eine gegebene Curve 
aus der Species R zu gehen; a die Zahl der Bedingungen, welchen eine 
Fläche aus der Art *, ausser der Bedingung zu den * zu gehören, noch 
weiter gentigen muss, wenn sie überhaupt irgend eine, nicht gegebene, 
Curve aus der Species R enthalten soll ; endlich t die Mannigfaltigkeit der 
Curven der Species Ä, die dann noch auf einer solchen speciellen Fläche 
*' aus der Art * liegen. — Eine solche Fläche *' ist durch die Bedingung, 
zur Art * zu gehören und eine Curve R zu besitzen, charakterisirt und 
ihre Geometrie alsdann als bekannt zu betrachten. . 
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Kennt man nun die Zahlen u und A für die Arten R und 4>^ so ist 
die Geometrie der spedellen Fläche ^' zu untersuchen^ um t zu bestimmen, 
wonach die obige Relation a ergiebt. Hiermit erhält man dann die Ent- 
scheiduDg über die Frage, welche in diesen Flächenproblemen die schwierigste 
und zugleich die Hauptfrage ist: ob etwa jede Fläche der Art 4> Cureen 
der Species R besitzt oder nicht. 

Als Beispiel erwähnen wir hier nur für * die Flächen sechster Ord- 
nung^ welche eine Raumcurve R\ als Doppelcurve und eine die Rl nicht 
treffende Gerade als Doppelgerade besitzen. Eine solche Fläche F© besitzt 
eine nicht lineare Schaar von Kegelschnitten, ausgeschnitten von einem 
Ebenenbüschel, dessen Ebenen in je zwei Kegelschnitten der Schaar schnei- 
den ; und man kann mit Hülfe unserer Relation beweisen, dass auf Fe Curven 
R\ existiren, welche alle Kegelschnitte der Schaar in nur je einem Punkte 
treffen; d. h. dass Fg auf einen Kegel dritter Ordnung Punkt fllr Punkt ein- 
deutig abgebildet werden kann*). 

Es mag hier genügen, auf dieses weite Feld der Anwendungen auf 
specielle Flächenarten hingewiesen zu haben. 



^) [Eine eingehende Untersuchung dieser Fläche F^ theile ich in Math. Ann. XXI. mit.] 
Bemeck, den 6. September 1882. 
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Die linearen Relationen zwischen den verschiedenen 
Subdeterminanten symmetrischer Systeme. 

(Von Herrn C. Runge.) 



In einer Abhandlung über „die Subdeterminanten symmetrischer 
Systeme" (Sitzungsbericht der Berliner Akademie vom 27. Juli 1882) macht 
Herr Kronecker auf gewisse lineare Relationen aufmerksam, die zwischen 
ihnen bestehen. Auf Veranlassung meines verehrten Lehrers habe ich mich 
mit denselben eingehender beschäftigt und dabei ermittelt, dass die von 
Herrn Kronecker angegebenen Relationen insofern die einsigen sind, als 
alle anderen durch lineare Verbindungen der KroneckerBchen Relationen 
entstehen. Ich habe femer eine Methode gefunden, ein System linear- 
unabhängiger Subdeterminanten zu bestimmen, durch die sich die sämmt- 
liehen Subdeterminanten derselben Ordnung linear ausdrücken lassen. 



I. 
Unter den Subdeterminanten m^^^ Ordnung eines symmetrischen Systems 

besteht nach Herrn Kronecker*) die lineare Relation 

(A.) \C^gh\ = <^ i On I (r = m+l, m+?, ... 2m) 

r 

(<7=1, ?, ... m; A=sm+1, ... 2ot); (»=1, 2, ... »/i—l, r; k=.m+l, ... r— 1, m, r+l, ... 2m) 

und also eine ganze Reihe von solchen Relationen, welche entstehen, indem 
man an Stelle der Zahlen 1, 2, ... 2m irgend welche 2m von den Zahlen 
1, 2, ... n nimmt Dabei sind unter den 2m Zahlen auch paarweis gleiche 
zuzulassen, sobald nur je eine des Paares an Stelle einer der Zahlen 
1, 2, ... m— 1 tritt. Die Gleichung (A.) behält dann ihre Gültigkeit, da 



*) Sitzungsberichte der König]. Preuss. Akademie der Wissenschaften zu Berlin 
Yom Jahre 1882. S. 824. 



320 Runge, Relationen zwischen den Subdelerminanten symmetrischer Systeme. 

man ja, anstatt zwei Indices einander gleich zu setzen, die bezüglichen 
Grössen a einander gleich setzen kann. Es soll gezeigt werden, dass jede 
zwischen Subdeterminanten m^^ Ordnung bestehende lineare Gleichung, deren 
Coefficienten von den Grössen an, unabhängig sind, aus den Kronecker&chen 
Relationen dadurch abgeleitet werden kann, dass man eine Reihe derselben 
mit Constanten multiplicirt und addirt. 

Da die Relation für beliebige Werthe der nur durch die Bedingungen 
o.* = öjfci eingeschränkten Grössen a:k gelten soll, so kann dieselbe nur da- 
durch bestehen, dass die einzelnen Glieder in der Entwickelung der Sub- 
determinanten nach Producten von Potenzen der Grössen On, sich wegheben. 
Nun ist ersichtlich, dass zwei Subdeterminanten m^er Ordnung nur dann ein 
Glied mit einander gemein haben können, wenn die sämmtlichen 2m Indices, 
welche die Horizontal- und Verticalreihen bezeichnen, abgesehen von ihrer 
Reihenfolge und abgesehen davon, ob sie den Horizontal- oder Vertical- 
reihen angehören, für beide Subdeterminanten übereinstimmen. Eine Relation 
zwischen Subdeterminanten, welche nicht sämmtlich dieselben 2m Indices 
enthalten, zerföUt also in mehrere Relationen zwischen Subdeterminanten, 
welche sämmtlich durch dieselben 2m Indices charakterisirt sind, und es 
genügt daher, lineare Relationen dieser Art zu betrachten. 

Es ist nun zunächst nachzuweisen, dass jede solche lineare Relation 
zwischen Subdeterminanten m^^^ Ordnung, für den Fall, dass diese sämmtlich 
in den Indices der s ersten Horizontalreihen übereinstimmen, und dass die 
2m Indices verschieden sind, sich speciell aus solchen Kronecket^chen Re- 
lationen zusammensetzen lässt, in denen nur Determinanten m^^ Ordnung 
mit eben denselben s ersten Horizontalreihen- Indices vorkommen. 

Bezeichnet man die 2m Indices der Subdeterminanten m^r Ordnung, 
zwischen denen eine Relation besteht , durch die Zahlen 1,2,3,... 2f», 
so ist jede dieser Subdeterminanten durch 

dargestellt, wenn ii, tj, . . . t2m irgend eine Permutation der Zahlen 1, 2, ... 2m 
bedeutet, und jede solche Subdeterminante bleibt ungeändert, wenn die In- 
dices ti, »2, ... im i^it ^^^ Indices f^^.i , C^o , . . . «2« vertauscht werden. Man 
kann daher annehmen, dass bei jeder solchen Subdeterminante der Index 1 
sich unter den ersten m Indices 1 1 , 12 , ... t m befindet, und diese m Indices 
selbst können, da man ja die Subdeterminanten mit dem geeigneten Vor- 
zeichen versehen kann, der Grösse nach geordnet angenommen werden. 
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Eine lineare Belation zwischen den Subdeterminanten m^^^ Ordnung hat 
hiernach die Gestalt: 

WO s einen der Werthe 1, 2, ... m— 1 haben kann, ferner /,^i, ... /2m eine 
Permutation der Zahlen «+1, « + 2, ... 2m mit den Bedingungen 

bedeutet und die Summe über eine Reihe solcher Permutationen erstreckt 
wird. In dieser Relation (B.) ist der Coefficient von ai,+i eine Summe von 
Determinanten (m— l)*®"" Ordnung, deren Verschwinden entweder eine Re- 
lation constituirt oder nicht. Ist das Erstere der Fall, so kann — wenn die 
Richtigkeit des Satzes für Subdeterminanten (w— l)ter Ordnung vorausgesetzt 
wird — der Coefficient von a,^+i in (B.) aus lauter Ausdrücken 

(C) \agi,\—£\aik\ (r = m+2, m+3, ...2m) 

r 

(^ = 2, 3, ... «, f,^2» ••• 'm+1'' * — 'm-f2» ••• 'im)»* (» = '» 3. ... », '«-f2. ••• 'm« 'r« *'- 'w+2- ••• 'r— 1' 'm+1' V+l» •• '2m) 

additiv zusammengesetzt werden, in denen t,^^ , ... tim eine Permutation der 
Zahlen «+2, ... 2m bedeutet, und welche gemäss den ffro/iecÄerschen Re- 
lationen (A.) gleich Null sind. Jedem solchen Ausdrucke (C.) entspricht 
aber eine ÄronecAcrsche Relation zwischen Determinanten m^^"^ Ordnung: 

(Z).) —\agt,\-\'2\aij,\ = (r = m4-l. m+2, ... 2m) 

(<7=1, 2, ... *, r^_j.2, ... '„, «+1; A = f^^i, <H,^2. • •■ '2m); 
(i = l, 2. ... #, /,^2» ••• 'm' 'r» *='m4-l> ••• 'r— 1« *+*» 'r4-l> ••• '2m)' 

in welcher der Coefficient von a,^.|i jener Ausdruck (C.) ist, und man kann 
demnach ein Aggregat von Gleichungen (Z).) bilden, in welchem der Coef- 
ficient von Oi^4.i bis auf die Determinanten, welche sich ohne Relation weg- 
heben, mit dem Coefficienten von Oi^.,., in der Relation (ß.) tibereinstimmt. 
In der Differenz kann daher das Verschwinden des Coefficienten von a^^^^ 
keine Relation constituiren. Wird nun ä + 1 überall, wo es Index einer 
Verticalreihe ist, zum Index der ersten Verticalreihe gemacht, so kann von 
den Subdeterminanten, welche die Coefficienten von «i^^j sind, die Sub- 
determinante (m—X)^^ Ordnung 

n., /»- 2. ... «. ^+2« ••• 'm+A 
'* V*='m+2 '2« ^ 

nur aus der Subdeterminante m^^ Ordnung: 

j /!.. /»= *» ^» • ■ *» '»-»-2' ••• 'm+l'\ 
' '* \* = »+l, e«+2. '2m ^ 
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hervorgehen, sobald « > 1 ist, im Falle « = 1 aber auch aus der Subdeter- 
minante m^^ Ordnung: 

\« — -', hl 'lü+K 

Wenn «>>1 ist, muss daher der Coefficient derjenigen Determinanten, in 
denen «+1 Index einer Verticalreihe und also ntcA/ Index einer Horizontal- 
reihe ist, gleich Null sein, und es können demnach nur solche Determinanten 
,i,ter Ordnung vorkommen, bei welchen die s+1 Indices 1, 2, ... *+l 
sämmtlich Indices von Horizofäalreihen sind. Für 8 = 1 findet entweder das- 
selbe statt, oder es lassen sich diejenigen Determinanten, in denen s+l 
Index einer Verticalreihe ist, folgendermassen paarweise gruppiren 

c(lo^J-lap'vi) 

Dies ist aber gleich 

±c(|a^J-|a^.A.|) 

(^=««,+2, ■• '2iiP !»• *='» 's. ••• '«i+l).* (^ = 'i»+2» ••• '2m. ^'* *' = *» 's. • • 'm+l)» 

und diese Verbindung verwandelt sich durch Addition von 

(^=*'m+2> ••• '2m* *»* ^^^^ 'j. • • 'm+l)»* (»='m-f2. ••• '2m' 'r'* *='«» •• 'r-L *» 'r+1» ••• 'm+l)('i=') 

in eine Summe von Determinanten, in denen die Zahlen 1 und 2 überall 
zu Indices der ersten beiden Horizontalreihen gemacht werden können. 

Man gelangt also von einer Relation mit s festen Indices durch Hinzu- 
fttgung von Kronecker^chen Relationen — und zwar von solchen, in denen 
sämmtliche Determinanten eben dieselben s ersten Horizontalreihen-Indices 
haben — zu einer Relation mit s+l festen Indices. Dass die Deduction 
auf Relationen beschränkt worden ist, bei denen sämmtliche 2m Indices ver- 
schieden sind, hatte lediglich den Zweck, die Bezeichnung zu vereinfachen. 
An sich behält die Deduction durchweg ihre Gültigkeit. Da man nun schliess- 
lich bei Anwendung des angegebenen Verfahrens bis zu dem Werthe s = m 
gelangt, für welchen keine Relation (ß.) existiren kann, weil sich alsdann 
die darin vorkommenden Determinanten auf eine einzige rednciren, so ist 
der behauptete Satz unter der Voraussetzung, dass er ftlr Determinanten 
(w—l)*®'' Ordnung gilt, bewiesen. Nun verificirt man ihn leicht für m = 2; 
mithin gilt er allgemein. 



Runge, RelcUionen zwischen den Subdeterminanten symmetrischer Systeme. 323 

II. 

Aus der obigen Deduction geht unmittelbar der folgende Satz hervor: 
Wenn in einem Aggregat von Subdeterminanten, welche in den Indices 
1, 2, • . . « der ersten s Horizontalreihen übereinstimmen, der Coefficient 
von ai,,4.i verschwindet, so lässt es sich in ein Aggregat von Subdeter- 
minanten verwandeln, welche in den Indices 1, 2, .•. s+1 der ersten 
8+1 Horizontalreihen übereinstimmen. Mit Hilfe dieses Satzes lässt sich 
ein vollständiges System von einander linear-unabhängiger Subdeterminanten 
m^r Ordnung aufstellen, durch welche man alle linear und ganzzahlig aus- 
drücken kann. Wir weisen ein solches System für Determinanten derselben 
Indices nach und können dabei die 2m Indices von einander verschieden 
annehmen, weil die Relationen zwischen Determinanten, bei denen Paare 
von gleichen Indices vorkommen, mit Relationen zwischen Determinanten 
niedrigerer Ordnung übereinstimmen, bei denen alle Indices von einander 
verschieden sind. So finden z. B. unter den Determinanten 

\a A f^^*'* '• '«-!• ^"•■■*^ 

dieselben Relationen statt wie unter den Determinanten (m—l)*®'^ Ordnung 

Es seien unter den Subdeterminanten (w— 1)*®^ Ordnung mit den In- 
dices 3, 4, ... 2m die Determinanten 

\aJ f'='>' WA, 

WO «3, ... ^2« gewisse Permutationen der Zahlen 3, 4, ... 2fii bedeuten, 
von einander linear-unabhängig, und jede andere Determinante mit denselben 
Indices 3, 4, ... 2m möge als ganzzahlige lineare Function derselben aus- 
drOckbar sein. Alsdann müssen die Determinanten m^^ Ordnung 

ebenfalls von einander linear -unabhängig sein. Denn in einer linearen 
Relation zwischen ihnen müsste auch der Coefficient von o^ Null sein, 
und es wäre dies also eine Relation für die als unabhängig vorausgesetzten 
Subdeterminanten (m— 1)*®'^ Ordnung. Bezeichnet man nun irgend eine andere 
Subdeterminante m*®^ Ordnung, deren Horizontal- und Verticalreihen die In- 
dices 1, 2, ... 2m haben, mit S, so kommt darin die Grösse a^ entweder 
gar nicht vor, oder deren Coefficient ist eine Subdeterminante (m— 1)^'^ 
Ordnung, welche der Annahme nach als lineare ganzzahlige Function der 

41* 
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von einander linear-unabhängigen Subdetenninanten : 

dargestellt werden kann. Setzt man in dieser linearen Function an die 
Stelle der Subdeterminanten (w—l)*®»^ Ordnung die entsprechenden Deter- 
minanten m^^^ Ordnung: 

iO,i.| /«=J. 'i '«n+A 

SO resultirt eine lineare ganzzahlige Function von Subdeterminanten m^ 
Ordnung, welche mit F bezeichnet werden möge, und in welcher der 
Coefficient von o^ gleich dem Coefficienten derselben Grösse a^^ in jener 
Subdeterminante S ist. In der Differenz S — F muss also der Coefficient 
von ai2 verschwinden, und sie kann demnach in eine Summe von Deter- 
minanten verwandelt werden, die a^ nicht mehr enthalten. Man kann daher 
jede Subdeterminante m^^^ Ordnung mit denselben Indices als lineare ganz- 
zahlige Function der Determinanten 

\* — ^, 'm-l-2» ••• '2« ^ 

und solcher Determinanten ausdrücken, welche die Grösse ajo nicht mehr 
enthalten. Die ersteren sind, wie schon oben bemerkt, linear - unabhängig, 
und ihre Anzahl ist gleich der Anzahl der linear -unabhängigen unter den 
Determinanten (m— l)^er Ordnung. Die übrigen hingegen können noch durch 
Relationen verbunden sein. Da sie a^ nicht mehr enthalten, so können 
sie alle auf die Form gebracht werden: 

Betrachtet man hierin den Coefficienten von a^^ so ist derselbe entweder 
Null oder gleich einer Determinante (m— l)*er Ordnung mit den Indices 
2, 4, 5, ... 2m ^ und die Zahl 2 ist hierbei Index der ersten Horizontal- 
reihe. Bezeichnet man die schon als bekannt anzunehmenden, linear- 
unabhängigen unter ihnen mit 

o ; /»'=2» '4. '». •.. '«+A 

SO erschliesst man genau wie oben, dass die entsprechenden Determinanten 
m^^^ Ordnung 

von einander linear -unabhängig sind, und es ergiebt sich auch ebenso, wie 
oben, dass jede Determinante w^^r Ordnung, welche a^ nicht enthält, durch 
die Determinanten 
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und durch diejenigen, welche sowohl a^ als a^ nicht enthalten, linear und 
ganzzahlig auszudrücken sind. Hiermit ist also die Frage auf die linear- 
unabhängigen unter diesen letzteren zurückgeführt, die sämmtlich in der Form 

angenommen werden können. 

Unter der Voraussetzung, dass unter den Determinanten (m—l)^^ 
Ordnung mit den Indices 2, 3, 5, 6, ... 2iii , welche die Grösse 023 nicht 
enthalten, die linear-unabhängigen schon bekannt sind, und dass sich durch 
diese die übrigen linear und ganzzahlig ausdrücken, reducirt sich wieder 
die Frage auf die Determinanten 

In dieser Weise ist fortzufahren, bis schliesslich die Indices der Horizontal- 
reihen die Zahlen 1, 2, 3, ... m sind, und also nur die eine Determinante 

bleibt. Wenn mithin für die Determinanten (m--l)*®r Ordnung die ge- 
machten Voraussetzungen richtig und die linear -unabhängigen gegeben 
sind, so folgt die Richtigkeit derselben Voraussetzungen für die Determinanten 
mter Ordnung, und es ergeben sich die linear -unabhängigen unter ihnen. 
Femer ist die Aufgabe , eine Determinante m^^^ Ordnung durch die linear- 
unabhängigen auszudrücken, auf dieselbe Aufgabe für Determinanten (m—iy^^ 
Ordnung zurückgeführt. 

Für Determinanten zweiter Ordnung treffen die Voraussetzungen zu, 
und man kann ohne Weiteres jede Determinante durch die linear -unab- 
hängigen ausdrücken. Denn hier giebt es nur drei Determinanten mit den- 
selben Indices, von denen man zwei beliebige als unabhängige nehmen 
kann, da nur eine Relation besteht: 

(013024—0,4023) = (flllÖ34-Oi4 032)-}-(Oi3 042— O12O43). 

Bedeutet A^'^ die Anzahl der von einander linear -unabhängigen Deter- 
minanten m^^^ Ordnung mit denselben Indices, in denen h bestimmte Indices 
entweder nur den Horizontal- oder nur den Verticalreihen angehören, so 
ist offenbar: 

und nach dem Obigen ist ausserdem: 
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Demgemäss wird 

wenn Ar! wie gewöhnlich das Product 1.2.3... Ar bedeutet. Fttr A = 
kommt 

wenn St^ die Anzahl a//er verschiedenen Determinanten mit denselben 2m 
von einander verschiedenen Indices bedeutet, und es zeigt sich also, dass 
die Anssahl der linear ~ unabhängigen Subdeterminanten m^^"" Ordnung $iur den 
^(m+iy^^ Theil aller beträgt 

m. 

Ich bemerke noch, dass unter den Subdeterminanten eines Systems 

keine lineare Relation besteht Nimmt man nämlich eine Relation von 
Determinanten m^^ Ordnung mit denselben Indices an, so kann man daraus 
eine solche für Determinanten (w— 1)*®^ Ordnung ableiten. Dies ersieht man 
auf folgende Weise. In der Relation müssen mindestens zwei Determinanten 
vorkommen. Daher können die 2m Indices nicht mehr als m— 2 Paare 
gleicher Indices enthalten. Enthalten sie nämlich m — 1 Paare gleicher In- 
dices und sind eins und zwei die beiden nicht zweimal vorkommenden, so 
giebt es nur die Determinante 

Dasselbe gilt für m Paare gleicher Indices. Es giebt also mehr als zwei 
nur einmal vorkommende Indices, von denen offenbar in jeder Determinante 
ebensoviele den Horizontalreihen wie den Verticalreihen angehören müssen. 
Es kann daher angenommen werden, dass etwa die Indices 1, 2, 3 nur 
einmal vorkommen und dass ein Glied der Relation die folgende Form hat 

«•i«*i a:l::;;*":::'C)- 

Wenn nun in der Relation der Coefficient von 0,3, der ja verschwinden 
muss, keine Relation zwischen Determinanten (w— 1)*«^ Ordnung lieferte, so 
müsste der Theil desselben, welcher aus dem hingeschriebenen Gliede her- 
vorgeht, sich wegheben; folglich müsste in der Relation noch das Glied 
vorkommen 
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Derselbe Schluss gilt auch in Bezug auf 023. Ks mflsste sich also in der 
Relation auch das folgende Glied finden: 

+ Ci.|ai.| /«=1»3, <»,... «mN 

Alsdann muss aber der Coefficient von a^ nothwendig eine Relation ergeben. 
Denn ans den hingeschriebenen Gliedern kommt 

and diese Determinante kann aus keinen anderen Gliedern als den obigen 
beiden hervorgehen, kann sich daher nicht wegheben und ist von Null 
verschieden. Da nun, wie man sich leicht überzeugen kann, zwischen Deter- 
minanten zweiter Ordnung keine lineare Relation besteht, so ist die Un- 
möglichkeit einer linearen Relation allgemein nachgewiesen. 

Berlin, im August 1882. 
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Beiträge zur Theorie der elliptischen Functionen. I. 

(Von Herrn Otto Rausenberger in Frankfurt a. M.) 

§1. 

JDevor ich auf den eigentlichen Gegenstand der vorliegenden Notiz 
eingehe, muss ich einige Bezeichnungen vorherschicken, deren ich mich im 
Folgenden bedienen wilL In meiner Abhandlung „Theorie der allgemeinen 
Periodicität" im 18. Bande der Mathem. Annalen wies ich darauf hin, dass 
sich an Stelle der doppeltperiodischen elliptischen Functionen mit Vortheil 
Transcendenten mit einfacher multiplicatorischer Periode einführen lassen, 
d. L Functionen, die einer Gleichung 

r(px) = f(x) 

Gentige leisten. Die Bezeichnungen für diese und die damit im Zusammen- 
hang stehenden Transcendenten wähle ich durchaus analog zu denjenigen, 
welche in dem Werke meines hochverehrten Lehrers, Herrn Königsherger 
„Vorlesungen über die Theorie der elliptischen Functionen" für die ent- 
sprechenden elliptischen Functionen angewandt sind. 
Ich setze, indem ich mod.p < 1 annehme, 

und betrachte diesen Ausdruck als Normalform der Functionen, aus denen 
sich die multiplicatorisch periodischen Transcendenten zusammensetzen. 
Wir haben die Gleichungen 

and 

Femer schreibe ich 
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ist. y*(a?) ist somit eine Function mit der multiplicatorischen Periode p 
und muss sich daher durch irgend eine solche Function, z. B. S (/?, x) aus- 
drücken lassen. Die Ausführung dieser Rechnung, die hier in ganz anderer 
Weise bewerkstelligt werden soll, wie durch Herrn Kiepert in der Ab- 
handlung: „Wirkliche Ausführung der ganzzahligen Multiplication der ellip- 
tischen Functionen", dieses Journal Bd. 76, ist die Aufgabe der folgenden 
Untersuchung. 

2. Wenn wir die Methode benutzen, welche in dem Königsberger- 
sehen Lehrbuche pag. 350 flF. dargestellt ist, finden wir ohne Schwierigkeit 

S'(p, «p* J?)- S'(p, a) S'(P, a*a;)-S'(p, aipi) 

\f> J \F» y j g9Q^^ ^ 2 a.)_s'(p, a 2 pT) 

und indem wir, behufs Bestimmung von C, a; = 1 setzen : 

^n/iN >y;(P>«) ^c S'(p,ap^) S'(p. a<)-S'Cp, a^pi> 

^ ^ ^ ^; S'Cp, «pi)-S'(p, a) S'(p, a4)~S'(p, a*p4) 

S'(p, «*)-S'(p, «*P*) S'(p, «^)-S'(p, a~ph) 



S'(p, «*)-S'(p, a*p*) 



fl-fl M + l 



S'(p,a^)-S'(p,a^ pi) 

Es ist nicht meine Absicht, auf dem eingeschlagenen Wege weiterzugehen,^ 
da wir nach dieser Methode den Ausdruck für (p'^ix) in recht complicirter 
Form erhalten. Wir begnügen uns vielmehr damit, aus dem gefundenen 
Resultate den Schluss zu ziehen, dass sich (p^ix) (wie sich leicht mittelst 
bekannter Rechnungen ergiebt), abgesehen von dem Factor 



^; 



als eine algebraische Function von S (p^ x), S (p, et) und x darstellen lässt, 
welche keine höheren Irrationalitäten als Quadratwurzeln enthält, — Um zur 
wirklichen Ausrechnung des gesuchten Ausdrucks für y"(aj) zu gelangen,, 
wählen wir einen ganz anderen Weg. 

3. Da sich y"(ir) als rationale Function von tt? = S(p, a) und der 

einzigen Irrationalität VR(w) = y(l—w^)(l'-x^w^) darstellen lässt und ausser- 
dem dieselben Unstetigkeitspunkte wie S(p, a) besitzt, mithin eine ganze 
Function jener Grössen sein muss, so dürfen wir setzen 

(1 .) cp^ (x) = ^ (w) + A (w) }fR(w), 
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worin /*u(ip) und fi(w) ganze Functionen bezeichnen. Dieser Ausdruck muss 
wegen der Doppeldeutigkeit von fR(fDJ noch einen zweiten Werth: 

haben, der in Folge der leicht herzuleitenden Relation 
mit 



»•(4)= 






identisch ist — Hiernach haben wir 
und 



L Vt(p,<i>) J 

(3.) A»)-/;««w = [^Ä^.J^J. 

Da man sich aber leicht davon überzeugt, dass bereits 

die multiplicatorische Periode p besitzt, so dürfen wir mit Rücksicht auf 
die Unstetigkeitspunkte und darauf, dass jener Ausdruck ungeändert bleibt, 
wenn man x mit — a?, also w mit —ip oder (wodurch eine Irrationalität 

ausgeschlossen wird) x mit vertauscht, 

(4.) ^.^L^.^!^ = , + j„. 

setzen. — Um a und b zu bestimmen, wählen wir x=l und finden 

^ _ ^*(P.g) 

ferner x =p^a und erhalten 

= o + 6S'(p,P*o); 
hieraus folgt 

42* 
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^ _ vIvKP' <')vKp> «) ^ vIvKP'") 
vlvlvl(p,o) vlv\ 

_ ,. iKp,**) 

also 

a + bw' = nKl^ii^^^^s\p,a)w']. 

Da nun aus (2.) ersichtlich ist, dass ^(f^) durch die Vertauschung von x 
mit —Xy also von w mit — ip keine Aenderang erleidet, so ist ^(f^) eine 
gerade Function von w^ die bis zum («—1)*®^ Grade ansteigen kann. Aus 
(3.) ergiebt sich dann weiter, dass /? (ir) nur gerade, also /i (w) nur gerade 
oder nur ungerade Potenzen von w enthält; da wegen (4) A(fp) bis zum 
(n — 2)tö^ Grade ansteigen muss, kann nur das Letztere der Fall sein. Wir 
setzen daher (das Anfangsglied von /ü(fr) bestimmt sich unmittelbar) 

und haben 

Multipliciren wir aus und vergleichen die Coefficienten gleich hoher Potenzen 
mit einander, so ergeben sich n+1 Gleichungen, aus welchen sich die n 
unbekannten Coefficienten bestimmen lassen. Wenn nun auch diese Glei- 
chungen die Unbekannten im zweiten Grade enthalten, also nach ausge- 
führter Elimination auf Gleichungen höheren Grades führen, so ist doch 
aus den unter 2. durchgeführten Betrachtungen ersichtlich, dass sie unter 
Zuhttlfenahme keiner höheren Irrationalitäten als Quadratwurzeln lösbar sein 
müssen. — Wir führen die Rechnung für den einfachsten Fall durch. 
4. Für » = 3 haben wir 

also 

2a,- b] = Sx'S\p,a), 

blx' = x'S'Xp.a), 
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woraus folgt 

also 

<^(^) = ^i^|;i+;,'S'(p,«)(;r'S*(p,«)-3)tp' 



Die Bestimmung des Vorzeichens der Irrationalität glaube ich tibergehen 
zu dürfen. 

b. Ist n eine gerade Zahl, so stellt bereits ^'^ (x) eine multipli- 
catorisch periodische Function dar, so dass sich diese Grösse rational durch 

w und iR(w) ausdrucken lassen muss. Der Gang bei der wirklichen Aus- 
führung bleibt wesentlich derselbe wie bei einem ungeraden n^ abgesehen 
davon, dass die Schltisse über den Grad von ^(fp) und fi(u)) nicht mehr 
zutreffen. — Um auch für diesen Fall ein Beispiel zu geben, wählen wir 
» = 4, also a=^i, und setzen mit Rücksicht darauf, dass S (p^ = ^ ^^^ • 

Die Coefficientenvergleichung ergiebt ausser ai = : 

aS-65 = 1, 

d^ — blx^ = x^. 

Bringen wir in der zweiten Gleichung das zweite Glied auf die rechte 
Seite, quadriren dieselbe und eliminiren mit Hülfe der beiden anderen Glei- 
chungen a,j und Os, so folgt leicht 

6„ = 0, also Oij = ± 1, «2 = + ;f'. 

Das noch fragliche Vorzeichen bestimmt sich leicht durch die Bemerkung, 
dass wir für x=l^ also ir = 

haben. Somit ist 

<P\<^) = 4(1-^'«'') = 4d'(p, x). 
Frankfurt a. M., im März 1882. 
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Zur Theorie der arithmetischen Functionen, welche 

Ton Jacohi v(«) genannt werden. 

(Von Herrn Schwering in Coesfeld.) 



OeieB p und l irgend zwei reelle nogerade Primzahlen, x eine 
Wurzel der Gleichung: 

(1.) a* = 1, 

a eine solche der Gleichung: 

(2.) «^ = 1, 

WO nur die Einheit beide Male ausgeschlossen werden soll, und 

(3.) p = 2i»;l+1, i>3. 

Ferner möge g eine primitive Wurzel mod./? sein. Setzen wir dann: 

oder 



(4.) (a,x) = 2:^a^"'^a?^ 



so ist 

(5.) V(«) = ^T^iir^. 

und durch diese Gleichung ist« da die Exponenten k und k willkttrlich 
bleiben, eine ganze Reihe verschiedener «//-Functionen eingeführt. Man kann 
sich nun die Aufgabe stellen, die mrklich verschiedenen ip auszusondern 
und ihre Anzahl zu bestimmen. Diese Aufgabe ist, wie Herr Bachmann in 
seinem Werke „rfie Lehre von der Kreistheilung'^ Seite 92 angiebt, von Jacohi 
gelöst und die Lösung wohl in seinen Vorlesungen mitgetheilt worden*). 

Seit einiger Zeit mit der Theorie der fünften Potenzreste beschäftigt, 
fand ich nun zunächst durch Induction den Satz, der dann auch durch 
Bildung der Norm bewiesen wurde, dass 1 + V^(«) itnmer durch (1 — a)' 
theilbar ist. Diese interessante Eigenschaft der v/-Function zeigte sich aber 

*) Vgl, meinen nachfolgenden Aufsatz. Kronecker, 
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als aUgemein ^iltig, und die bei dem Nachweise benutzten Principien führten 
auch zu einer Lösung jener von Jctcobi bereits erledigten Aufgabe. Ob 
meine Lösung mit der von Jacobi gegebenen übereinstimmt, ist mir unbe- 
kannt geblieben, da dieselbe meines Wissens noch nicht veröffentlicht ist. 
Um nun den angegebenen Satz zu beweisen, seien die v^-Functionen 
von jetzt ab durch die Gleichung: 

definirt. Femer sei: 

V/,,^ (a) = .4<''""^+.4}'''"> a +Ai'^^^ «'+••• +^11'?^ «^~*. 

Im Allgemeinen werden wir die Doppelindices weglassen dürfen. 
Wir betrachten die Congruenz: 

Halten wir b und d fest und lassen a alle Werthe von 1 bis ^-y — ganz- 
zahlig durchlaufen, so wird diese Congruenz eine begrenzte Zahl möglicher 
c aufweisen. Die Anzahl derselben nennen wir nach Gauss 

(b, d). 

Dann hat man, wie leicht za sehen, 

(7.) (6,rf) = (rf,6) = (-ft,rf-6). 
Ein negativer Index —6 äqnivalirt durchaus dem positiven X — b. Fassen 
wir nun die Function Vi,i ins Auge, so sehen wir, dass für deren Coefficienten 
A die Gleichungen hestehen: 

A = (0,0) +(l,^-l) + (2,X-2) + -.. + (X-l, 1), 
A =(0,1) +(1,0) +(2,X-l) + ... + (^-l,2), 
A, =(0,2) +(1,1) +(2,0) +-+(A-1,3), 

A-i = (0,X-l)+(l,^-2)+(2,X-3)+-+(^-l,0), 

in welchen der Einfachheit halber die oberen Indices der Grössen A weg- 
gelassen sind. Der Beweis unseres Satzes erfordert aber den Nachweis 
des Bestehens der drei Congruenzen (mod. ^) 

l+4)+A+---+^i-i = 0, 

A,+ 2A,+ - + (i.-l)Ax.r = 0, 
A+3A+-+ ^^~^y~'^ lA._, == 0, 
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welche sich ergeben, wenn man y^(a) nach Potenzen von 1— a entwickelt 
Dieser Nachweis soll nunmehr durch die obigen Ausdrücke der Coef&cienten 
A geführt werden. 

Die erste der drei Congraenzen ist selbstverständlich, da die linke 
Seite den Werth p—l =2iiX hat. 

Zum Beweise der zweiten erwäge man, dass der Summand (0, x) 
mit zwei behaftet in A^ vorkommt, weil (0, x) = (x^ 0) ist Femer erscheint 
(0, x) wegen (0, x) == (A — ;?, i — ;f) auch in Ai^q^. Daher erscheint in 

JSx.A^ 
der Summand (0, x) multiplicirt mit 2;^ + (^ — 2x), d. h. mit X. Der Summand 
(x, ft), wo X und iti von Null verschieden sind, kommt in sechs Formen 
vor. Sie sind: 

Die erste und zweite Form erscheinen in -4,+^, die dritte und vierte in 
-4i+^_,,, die beiden letzten in -42+«~2^- Daher erscheint (x^fi) in der Summe 
multiplicirt mit 4i, w. z. b. w. 

Betrachten wir endlich die dritte Congruenz, deren linke Seite sich als 

^ 2 ^* 

darstellt Durch analoge Schlüsse wie vorhin beweist man, dass dieselbe 
sich abgesehen von Vielfachen von l auf 

^2x^ (0, x) + 6-S(;^'+ fi^- 2xu) (x^ /i) 

reducirt. Man hat nun aber, wie die Kreistheilung lehrt, auch die folgenden 
Beziehungen : 

-5=^-1 = (0,0)+(0,l) + (0,2)+... + (0,^-l), 

-^ = (l,0)+(l,l) + (l,2)+-+(l,i-l), 
-^ = (2,0)+(2,l) + (2,2)+... + (2,A-l),. 

• •••••••• ^ 

Multipliciren wir die zweite, dritte, vierte u. s. w. dieser Gleichungen mit 
1, 4, 9, ... der Reihe nach und addiren, so erhalten wir links eine durch 
k theilbare Summe, rechts aber erscheint: 

:Sx\(0, z)+22:{x'+fi'^2xiu)(x, ti\ 
welches also, w. z. b. w., durch i theilbar ist 
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Hiermit ist der obige Satz bewiesen und zugleich gezeigt, dass auf 
Theilbarkeit durch eine höhere Potenz von (1— «) als die dritte nicht ge- 
hofft werden darf, weil sie in dem dreigliedrigen Cyklus (7.) begründet ist 

Zusatz. Der obige dreigliedrige Cyklus (7.) führt auf einen sechs- 
gliedrigen unter den Functionen t//,^^. Die resultirenden Functionen sind 
aber nur dann alle verschieden, wenn die Congruenz 

S'+d+l = (mod.i) 
keine ganzzahligen Auflösungen besitzt, also wenn il = 6m + 5 ist Ausser- 
dem fallen immer X— 1 complementäre Combinationen , x+fi = ly als zu 
Entartungen führend heraus. Ferner sind die drei Grundcombinationen 
V^ia? V^i,z-2 7 V^i.i(i-i) a^f einander zurtickführbar. Hieraus ergiebt sich fol- 
gendes Endresultat: Ist ^—1 durch sechs theilbar, so existirt ausser dem 
letzten dreigliedrigen Cyklus ein zweigliedriger mit zusammen 3 + 2 = 5 
Typen, die zwei Urtypen entstammen. Es bleiben 1—7 Typen. Denn 
von den (i— 1)^ Combinationen wurden l—l als zu Entartungen führend 
vei'worfen, und da jede Function t//,^^ zu X— 1 weiteren führt, wenn man 
für a alle i— 1 verschiedenen Wurzeln eintreten lässt, so bleiben 1—2 übrig, 
von denen die obigen fünf subtrahirt wurden. Diese i — 7 Typen reduciren 
sich auf ^(^—7) Urtypen und daher ist die Anzahl der Functionen tp für 
i = 6m+l im Ganzen ^(^ + 5). Für i = 6m+5 ist diese Zahl i(l+l). 

So ist z. B. 
für i = 13, die Anzahl der y/ gleich 3, indem 

für i = 17 ist die Anzahl der ip gleich 3, indem: 

Die Argumente sind leicht passend zu ergänzen. Für A = 7 hat man die 
zwei Functionen v/j i und v^i,2. So für /? = 7 1 : 

xfj^,(a) = 3+12a+12a'+10a'+12a*+10a+10«^ 

V^i.i(«) = 12+12«+ 6a'+lla'+ 8a*+ %a'+Ua\ 
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Zur Theorie der Abelschen Gleichungen. 

Bemerkungen zum vorstehenden Aufsatze des Herrn Schwering. 

(Von Kronecker^ 



I. 

JJie von Herrn Schwering gefundene und nachgewiesene Eigenschaft 
der complexen Zahlen \p (a) lässt sich auch ans allgemeineren Eigenschaften 
der bei den Abelschen Gleichungen auftretenden Ausdrücke herleiten. 

Beschränkt man sich auf einfache Abelsche Gleichungen und be- 
zeichnet man wie in meinem Aufsatze „Ueber Abelsche Gleichungen" (Monats- 
bericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin vom December 1877, 
S. 845 u. folg.) mit 

n unbestimmte Grössen, mit o) eine primitive «*« Wurzel der Einheit und 
mit CD, die Summe 

r 

so wird der Quotient 

eine ganze Function von cd*, deren Coefficienten rationale cyklische Func- 
tionen der n Grössen x sind, und welche mit V'A,t(^0 bezeichnet werden 
soll. Setzt man nämlich, wie schon a. a. 0. angegeben worden, zuvörderst 
eine Variable w an Stelle der Wurzel der Einheit o), so dass an die Stelle 
der mit cö,, bezeichneten Summe der Ausdruck 

r 

tritt, so findet offenbar die Congruenz 

EvcT^^Xr = fr""-Zfr"""a:^+,(mod.(ir"-l)) (r=ü, i, ... — d 

r r 

Statt, wenn w, s irgend welche nicht negative ganze Zahlen bedeuten und 
unter x^ für den Fall, dass &>«— 1 ist, der kleinste nicht negative Rest 
modulo n verstanden wird. Hieraus folgt die Congruenz 
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nJItc'^Xr ^ /7-Zfr""*a?^., (mod. («?"— 1)) (r=ü, i, ... «-n 

wenn darin die Producte auf eine Reihe von Zahlen m erstreckt werden, deren 
Summe durch n theilbar ist Da hiemach das Product 

112 W^^ Xr^g (r=0, 1, ... «— 1; m = ma, "»i, "h, ...), 

m r 

für den Fall, dass m„+iWi + iii2H — ^O(mod.«) ist, im Sinne der Congruenz 
modulo («?"—!) ungeändert bleibt, wenn für s irgend eine der Zahlen 0, 
1, ... «—1 gesetzt wird, so ergiebt sich die Congruenz • 

nSuf'^Xr ^ f(ui) (mOd.(fr*— 1)) (r=0, l^...«-l;m = m„,m„ •»,,.. .)^ 

•• r 

in welcher /*(«?) eine ganze Function («—1)*«^ Grades von w bedeutet, 
deren Coefficienten ganze cyklische Functionen der n Grössen x sind. Ver- 
bindet man endlich hiermit die Congruenz 

nSuf^Xr ^ /^(fr) (mod.(io*— 1)) (»-=0, i, ... «-i,- m^mo, m„ ;;;„ ...)^ 

WO iiio+mi+w2+ •• := O(mod.ii) vorausgesetzt ist, und J(fD) eine Function 
von derselben Beschaffenheit wie f(w) bedeutet, so gelangt man zu der 
allgemeinen Congruenz 

?Ou))ni:iü'^Xr = f(w)nZvr'Xr (mod.(fr"-l)) (r=ü. 1, ... — 1) 

in welcher die Zahlen w, m, auf welche die Multiplication zu erstrecken 
ist, nur der Bedingung unterworfen sind, dass die Summe der einen für den 
Modul n congruent der Summe der anderen sein muss. Diese allgemeine 
Congruenz lässt sich auch in folgender Form darstellen: 

{A.) (^fr'"'-irJ.(^fr'^'''a?J'.(-Sir'""''a:J"... = (p(u>) (mod. («?•-!)), 

TT T 

(r=rO, 1, ... n-1; /i«+/'m'+/"«"+"- = " (mod.«)) 

WO (p(fJD) eine ganze Function («— l)ten Grades von w bedeutet, deren 
Coefficienten cyklische^ rationale (ganze oder gebrochene) Functionen von 
0?!, 0^2? • • . ^n öiiid. Setzt man in der Congruenz (^4.) an Stelle der Variabein 
w die n*^ Wurzel der Einheit a)\ so resultirt die Gleichung: 

(ß.) CDj^, CÖ'^,, Ö)i^'„^ . . . = y (ü>') ilm-\-l'm'^-l"m'.\- ... =0 (mod. n))^ 

aus welcher für den speciellen Fall /=/' = !, /" = — 1 hervorgeht, dass in 
der That, wie oben angeführt worden. 



^ht^kt 



d. h. dass der Quotient links eine ganze Function von co' ist, deren Coefficienten 

43* 
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rationale cyklische J'unctionen von a:,,, a?i, ... x^^i sind. Ist x^ wie im 
Anfsatze des Herrn Schwering, eine primitive p^ Wurzel der Einheit, g eine 
primitive Congmenzwurzel von p^ und setzt man ii = p— 1 und 

tA/(] ^— .«*'• ••'1 ~~" ««^ % •*'2 ""~ 9 ... *'^f|— 1 """" •*' f 

80 fallen die durch die Gleichung (C.) definirten Ausdrücke tp mit den 
Jaco6t3chen zusammen. 

Bedeuten nun wieder, wie vorher, a^„ oji, . . . a;,.i unbestimmte Grössen 
und entwickelt man das Product 

22 w^ Xr.2 w^ Xr ('•=", 1. ... •-!) 

r r 

nach steigenden Potenzen von(fr— 1), so kommt, wenn man von denjenigen 
Gliedern absieht, die eine höhere als die zweite Potenz von («r—1) enthal- 
ten, und wenn man zur Abkürzung 

£Xr^ Xy 2rXr = X^ , 2r^Xr = X2 ('• = 0, 1. ... »-1) 

r r r 

setzt: 

2X'- (h + k) (fr -l)(fr - 3)XX^+ (h+k)' (w -1)' XX,- hk(w -l)'^(r-0'^ra:,. 

(r. # = 0, 1, ... n— 1) 

Andererseits ergiebt die Entwickelung von 2J!w^^^^^''Xr, abgesehen von den 

mit (w—iy beginnenden Gliedern, das Aggregat: 

aX~(A+*)(tr-l)(fr-3)XXi+(A + &)Xtr-l)'X2, 
und es besteht daher die Congruenz 

22:w''Xr.J:w''Xr = 2X2:w^'^'^'Xr-hk(w-iyj:(r-8yXrX, (mod.Ctr-'l)^) 

(r, #=U, 1, ... »— 1) 

in dem Sinne, dass die Division der auf beiden Seiten stehenden Ausdrücke 
durch (w—iy als Rest eine und dieselbe ganze ganzzahlige Function der 
Grössen 

ergiebt. Da nun, wenn zur Abkürzung 

2 XrXr^h = »^h (r=0, 1, ... «-l) 

r 

gesetzt wird, die Congruenz 

2(r — 8y XrX^ E^ 2r^Zr (mod.u) (r, * = 0, 1, ... «-l) 

besteht, wo Ji , .T? , ... ganze cyklische Functionen der n Grössen x sind, 
so erhellt, dass in dem im 92. Bande dieses Journals S. 77 dargelegten 
Sinne die Congruenz 
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^ ' r r r r r 

(r=c>, 1, ... «— 1) 

ftir das Modulsystem 

(«(to-l)^(l^-ly) 

stattfindet. Setzt man gemäss der Congraenz (^4.) 

(Ä) ^ip*'aj,.-Sio*'ar,..Sip(*+*>^"-'^'a;, = (p,.(w) (mod.(fP"-l)) 

r r ' r 

(r = ü, 1, ... n— 1) 

and multiplicirt die Congraenz (D.) mit 

^ «,(*+«(— Ojc^ . (r=0,l,...,_l), 

r 

80 geht dieselbe in die Congruenz 

(E.) 2(p,^(w) = 2(f^,,^,(w)-hk(w-iyi;r'Zr (modd.ll(f^-l)^ (tr-l^, tr^^l) 

(r=0, 1, ... i»-l) 

über, in welcher die Ausdrücke y(tr) ganze Functionen («— l)*«^ Grades 
von w bedeuten, deren Coefficienten gansse ganzzahlige cyklische Functionen 
der n Grössen x sind. Diese Congruenz (E.) enthält den von Herrn Schwe- 
ring aufgestellten Satz als speciellen Fall. 

Nimmt man zuvörderst, wie oben, für w die n^ Wurzel der Einheit 
co', wo / irgend einen Divisor von n bedeutet, so reducirt sich das Modul- 
system der Congruenz (JS.) auf das System der zwei Moduln 

«(w'-l)^ (co'-iy, 

und da co'— 1 für den Fall, dass der Quotient — f>er8chiedene Primzahlen als 

* 

Factoren enthält, eine complexe Einheit ist, so hat man nur den Fall ins 
Auge zu fassen, wo dieser Quotient eine Primzahlpotenz v"^ ist. Alsdann 
ist aber v und also auch tv^, d. h. n durch w'— 1 theilbar, und das Modul- 
system in (£.) reducirt sich daher auf den einfachen Modul 

(w'-iy. 
Die in der Congruenz (E.) vorkommenden Ausdrücke (p(w) bestimmen sich 
durch die Gleichung 

welche aus der obigen Congruenz (A.) hervorgeht, wenn w = (ji}* gesetzt 
wird, und der Ausdruck Jlr^Sr in (E.) verwandelt sich, wenn man in 

-ir = £ XgXg^r (» = ü, 1, ... I»— 1) 

8 

die Werthe 

X, = —2: CO-*' a>^ , X,.r = — -^ (0-^^'+'^ ö)^ (A =0, 1, ... n-l) 
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einsetzt, in 

Da nun für eine beliebige Grrösse w: 

ist, so wird 

(G.) £r^Zr = —JSr^co^'Oif.m^^ = x (*, r-o, i, ... •-!) 

wenn x durch, die Grleichung 

definirt wird. Man gelangt auf diese Weise von der Congruenz (E.) zur 
Congruenz 

(K) 2(p,^iio^ = 2<p,^^,(iw^-hh(w*^iyx (mod.(a>^-iy), 

in welcher die Ausdrücke y, / die in den Gleichungen (F.) und (ö.) dar- 
gelegte Bedeutung haben. 

Specialisirt man nunmehr die Grössen «u, ^t^ - . • a?«_i wie oben 
indem man 

setzt und unter g eine primitive Congruenzwurzel von p^ unter a? aber eine 
primitive p^ Wurzel der Einheit und unter p eine ungerade Primzahl ver- 
steht, so wird 

also 
oder 

;f = -iVO-i)(p-iip+i2) = -iV«(^^-9«+2) 

und daher 

X =E — ^i2w(«— 2)(w+5) (mod.»). 

Da nun « = /i/** und folglich x^^ (mod.y) wird, wenn die Primzahl y>3 
und wenn nur nicht v"" = 3 und dabei / ^ ± 1 (mod. 3) ist, so geht die Con- 
gruenz (E.) in die einfachere 

W <Ph^{^') = 9ü^+t(^0 (mod.(a>'-l)') 
über, welche vermöge der Gleichungen (C), (F.) und (Ä.) auf die Form 

(J.) pipf.^^io^^—p oder also ^/^»tC«^') ^ ""1 (°^^^-("^'""l)') 
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gebracht werden kann; und (o* bedeutet hier eine primitive Wurzel der Ein- 
heit, deren Exponent irgend eine in p— 1 enthaltene ungerade Primzahlpotenz 
ist, wenn nur der einzige Fall ausgenommen wird, wo / = ^(p~l) und 
zugleich t nicht durch 3 theilbar ist. 

Die Vereinfachung der Congruenz (E.) ist keineswegs auf die Kreis- 
theilungs-GIeichungen beschränkt. Man kann nämlich für eine beliebige 
ungerade Anzahl Grössen x^^ a^i , ... x^^i eine ebenso grosse Anzahl ganzer 
rationaler Functionen derselben 

80 bestimmen, dass die daraus gebildeten Ausdrücke &' diejenige Eigen- 
schaft besitzen, auf welcher — im Falle der Kjeistheilungs-Gleichung — 

der Wegfall des letzten Gliedes in der Congruenz (E.) beruht Es ist dies 
die Eigenschaft, dass das Product (X>h<^-h Air alle «—1 von Null ver- 
schiedenen Werthe des Index h denselben Werth hat. Um solche Grössen 
x' zu bestimmen, setze man 

Alsdann sind die n Grössen x* ganze ganzzahlige Functionen der n Grössen 
Xy und jede der n Grössen x^ lässt sich daher als ganze Function einer 
der Grössen x so darstellen, dass die Coefficieuten rationale cyklische Func- 
tionen von a?ü, a?i, ... a?„_i sind. In dem durch die symmetrischen und 
cyklischen Functionen von a?ü, a?i, ... x^^x gebildeten Rationalitäts-Bereiche 
wird also durch a?« eine Gattung algebraischer Functionen n^' Ordnung re- 
präsentirt, welcher alle n Grössen x ebenso wie alle n Grössen x ange- 
hören. Die aus den Grössen x' gebildeten Ausdrücke 

Ö)]^ = ^CO*'"a?^ (A, r=0, 1, ... n-l) 

r 

erflillen nun vermöge der Gleichungen (/f.) die Bedingung: 

(I.) CÖIcÖIa = Ö)oÖ)o (A = l, 2, ...—1), 

und es wird daher der Ausdruck 

— 2r^W^''m\ CöL;^ (A, r=ü, 1, ... »-!), 

II hyr 

welcher dem oben mit x bezeichneten entspricht, gleich Aw//. Die Congruenz 
(£?.) erhält demnach die einfache Form: 

(£'.) y;^(co) = y;,*^.(a>) (mod.(cü-iy). 
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wenn / = 1 gesetzt und der Factor zwei weggelassen wird. Diese Congraenz 
hat nur dann eine Bedeutung, wenn n Primzahlpotenz ist, da sonst a> —1 com- 
plexe Einheit ist Wenn aber n = i^*" und v eine ungerade Primzahl ist, so 

JL 

kann (p—lf als Modul durch v'' ersetzt werden, wo a = v*~*(v— 1) zu 
nehmen ist. Führt man an Stelle der Ausdrücke (p' die durch die Gleichung 

definirten Ausdrücke tp' ein, so geht die Congruenz (E\) in folgende über: 

(E'\) lp'k^((JO>) =: ZXr (m0d.(a)— ly) (r=ü, l, ... — d, 

und man sieht also, das9 in jeder Gattung Abelscher Gleichungen eines be- 
liebigen RationalitätS'Bereiches solche Gleichungen existiren, für die eine ebenso 
einfache Congruenz (£"•) besteht, wie für die KreistheUungs-Gleichungen. 

Fuhrt man die Ausdrücke cD' selbst ein , so erbat man an Stelle 
von (E".) die Congruenz: 

cD>; = ©:,ö);^, (mod.(cü^iy) 
und also nach Einsetzung der durch die Gleichung (K.) definirten Werthe 
der Ausdrücke ö)': 



tö;©:, = ^^:^±^ö>;cö; (mod.(a)-l)»). 



In dieser Congruenz können die Factoren cö,', weggelassen werden, da 

und also offenbar nicht durch co— 1 theilbar ist. Es zeigt sich daher die 

Congruenz 

(Jf.) ö),ö)tcö_j^_t = c5_,cD_tCö,^t (mod.(co-l)^) 

als mit der Congruenz (E".) äquivalent. Diese Congruenz (M.) lässt sich 

aber ganz unmittelbar verificiren. Denn wenn man auf beiden Seiten die 

Werthe der Ausdrücke a> substituirt, alsdann, um nur positive Exponenten 

zu haben, die Indices — A, — & durch n — h, n—k ersetzt, und endlich an 

Stelle von co eine Variable tr nimmt, so kommt links 

(iV.) .2tr*^+*'+('-*-*"a;,x,a;, 
und rechts (r, ., <=o, i, ... «_i) 

Entwickelt man diese Summen - Ausdrücke nach steigenden Potenzen von 
fr— 1, so ist das erste Glied auf beiden Seiten dasselbe, nämlich-. 

(^x^y (»•='*. 1' •••-1); 

das zweite Glied, welches die erste Potenz von (tr— 1) enthält, wird auf 



Kronecker, zur Theorie der Abelschen Gleichungen. 345 

beiden Seiten durch n theilbar; denn der Coefficient von (tr— 1) wird für den 
Modul n dem positiv oder negativ genommenen Werthe der Summe 

2{hr+k8-'(h+k)t)XrXgXt (r, », «=o, i, ... «-i) 

congruent, welche offenbar gleich Null ist, da hierin das Product 

2rXr£Xr2!Xr 

r r r 

zuerst mit h dann mit h und zuletzt mit — (A + &) multiplicirt erscheint. Im 
dritten Gliede endlich wird der Coefficient von (ir— 1)', abgesehen von Viel- 
fachen der Zahl n, gleich 

^j;{hr+kS'-(h+k)tyXrX,x, + ^j;{hr+kS'-(h+k)t)XrX,x,, 

(r» », «=ü, 1, ... »—1) 

und zwar erscheint das obere Zeichen des zweiten Theiles dieses Ausdrucks 
auf der linken Seite, das untere auf der rechten Seite der Congruenz. Eben 
dieser zweite Theil ist aber identisch Null, jene beiden Summen (iV.), (N'.) 
sind also für das Modulsystem («, (w —1)*) einander congruent, und an Stelle 
dieses Modulsystems tritt für tr = co der einfache Modul (co:-iy, da n durch 
(oi— ly theilbar ist 

n. 

So wie hier die in der Congruenz (J.) dargelegte Eigenschaft der 
complexen Zahlen tp (co) aus ihrer ursprünglichen Definition durch die Glei- 
chung (C), nicht wie bei Herrn Schtcering aus jener zweiten, in der Glei- 
chung (6.) des vorstehenden Aufsatzes enthaltenen Definition abgeleitet 
worden ist, so ergiebt sich auch die Reduction der Functionen v/^^k auf den 
sechsten Theil ganz unmittelbar aus jener Gleichung (C), Diese Reduction 

beruht ebenso wie die Vereinfachung der Congruenz (E.) auf jener schon 
oben hervorgehobenen Eigenschaft, dass das Product €9*©-* für alle n— 1 
Indices h denselben Werth hat, und ist also auf alle Abelschen Gleichungen 
anwendbar, welche jene Eigenschaft besitzen. Ist nämlich, wie oben, 

so ist unmittelbar ersichtlich, dass die sechs Ausdrücke 

V'U, V'M, <-*-*. <-A-», V-A-M7 V-A-M 

mit einander übereinstimmen. Dies findet sich schon in dem Heft Jocofrischer 
Vorlesungen aus dem Jahre 1836, welches in der Vorrede des Bachmann- 
sehen Werkes über die Kreistheilung erwähnt ist. Jacobi wendet darin 
folgende Bezeichnungen an: 
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WO X eine primitive p*® Wurzel der Einheit, a eine primitive A*® Wurzel 
der Einheit, g eine primitive Congruenzwurzel der Primzahl p und k einen 
Primfactor von p — 1 bedeutet; er geht genau auf die Bedingungen ein, 
unter denen einige von den sechs verschiedenen Index -Systemen der in 
ihrem Werthe übereinstimmenden V'-Functionen mit einander identisch werden, 
und formulirt das Endresultat in folgender Weise: 

„Die Anzahl der zu bildenden Functionen (i^) ist gleich der ganzen 
Zahl, welche nur um einen echten Bruch grösser ist als ^i." 
Hierbei bedeutet X diejenige Zahl, welche oben mit n bezeichnet worden 
ist Dass sich die Functionen t/; „immer unmittelbar auf den sechsten Theil 
zurückfuhren lassen^^ hat Jacobi mit eben diesen Worten auch in seiner im 
Monatsbericht der Berliner Akademie vom October 1837 abgedruckten Mit- 
theilung (S. 132)*) angegeben. In der Note, welche diese Angabe enthält, 
fügt Jacobi hinzu: „Ich habe sogar durch eine bis /^ = 31**) fortgesetzte 
Induction gefunden, dass sich alle Functionen rp immer durch die Werthe 
einer einzigen ausdrücken lassen^^ Bezüglich dieser Frage enthält aber die 
XVII*® der oben angeführten Jacofrischen Vorlesungen in der mir vorliegenden 
Nachschrift; die folgende ausführlichere Darlegung: „Wir haben in der XV*«^ 
Vorlesung gesehen, dass man die Anzahl der zu bildenden Functionen ^ 
immer auf den sechsten Theil reduciren kann. Diese Reductionen sind die 
einzigen, die unmittelbar eine Function auf die andere zurückführen, indem 
man nur statt a eine andere Wurzel setzt Man kann aber, wenn man sich 
bloss die Aufgabe stellt, eine Function tp vermittelst der anderen auszudrücken, 
noch ganz andere Relationen angeben, durch welche man aus einer Func- 
tion die andere erhält, indem man in ihr für a andere Wurzeln setzt und 
mehrere dieser Ausdrücke mit einander multiplicirt. Im Allgemeinen erhält 
man aus einer Function yj(a) die i— 1 Functionen 

V/(a), V'C«'), yj(a'), . . . V^(a'-0, 
und durch Multiplication einiger dieser Functionen wird man wieder auf 
Functionen ip kommen können. Es ist jedoch sehr schwer, das allgemeine 
Verfahren anzugeben, indem jede Primzahl k hier als ein Individuum auf- 



*) Vgl auch dieses Journal Bd. 30 S. 170. 

**) Mit fi ist hier diejenige Zahl bezeichnet, fQr welche Jacobi in seinen Vor- 
lesungen den Buchstaben X gebraucht hat. 
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tritt, für das bis jetzt ganz besondere Verfahmngsarten angewendet werden 
mttssen. Ich -habe daher früher anch eine ziemlich weit getriebene In- 
duction angewendet und den Satz nicht allgemein, sondern nur fttr die 
einzelnen Primzahlen bis 31 bewiesen. Man gelangt hierbei zu sehr merk- 
würdigen Ausdrucken für die Grössen unter dem Wurzelzeichen, welche Pro- 
ducte aus den verschiedenen Werthen einer Function \// werden, die durch die 
Natur der Primzahl bestimmt ist. Eine hierzu dienende Formel ist z. B. die- 
jenige, mittels deren man das Product zweier Functionen tp durch das Pro- 
duct von zwei anderen ausdrücken kann^^ Jacobi leitet hierauf einen Satz 
ab, welcher bei der oben in (C.) definirten Bezeichnung sich dahin formu- 
liren lässt, dass das Product 

bei ^ beliebiger Vertauschung der drei Indices h, k, l ungeändert bleibt. 
Diesen Satz, dessen Inhalt in Evidenz tritt, wenn das Product xjfi^ %^j^ durch 
Einfuhrung der Ausdrücke (a^x) oder m in den Quotienten 

transformirt wird, benutzt Jacobi im Verfolg seiner Vorlesungen, um für 
eine Reihe von Primzahlen l zu der von ihm erstrebten Darstellung des 
Ausdrucks (B durch eine einzige der Functionen tp zu gelangen. Er leitet 
die Entwickelung mit der Bemerkung ein, dass die allgemeine Theorie mit 
grossen Schwierigkeiten verbunden und es daher rathsam sei, die Dar- 
stellungsweise erst an einigen Beispielen zu versuchen, und er gelangt als- 
dann durch Combination der zwischen den verschiedenen v^-Functionen be- 
stehenden Relationen zu den Formeln: 

(«. ^T = y V'^CO v^K«*) v^(«) V'KO V'K«") v^(0, 

(«, ^r = P v^3(«0 v^KO v^(«) v^K0v^(0v^(0 V'K^^ 

44» 
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Jacobi hat auf diese Weise in der That für die ersten acht ungeraden 
Primzahlen k den Werth von (a^xY durch Producte 

wo v^(a«) die p^ Potenz von V'(ft') bedeutet, also durch Producte conjugirter 
V^- Functionen ausgedrückt; dabei hebt er als bemerkenswerthe Eigenschaften 
dieser Producte hervor, dass für die verschiedenen Factoren v^(a«) der Con- 
gruenzwerth von p.q (moA.l) derselbe bleibt, und dass die Einrichtung der 
Producte erkennen lasse, wie die verschiedenen Wurzelgrössen, welche bei 
der Berechnung der conjugirten Werthe (a, a?), (a^y a:), (a*, a:), ... auftreten, 
durch einander bestimmt werden. Hiermit ist gemeint, dass z. B. für 1 = 7 
die Wurzelausdrücke 



(«, x) = yv^,(a*)v/KOv'K«), («'. ^) = »^Vi(«) vKO vt(«') 



so eingerichtet sind, dass das Verhältniss (a, x)' : (a^, x) gleich VtpKa) und 
demnach das Wurzelzeichen durch die Bedingung : (a, x^ = i^i (a) («% x) 
bestimmt wird. Jacobi macht ausserdem die Bemerkung, dass für die 
Zahlen A = 3, 5, 11, 13, 19 die Exponenten der conjugirten Functionen tp 
die Reihe der natürlichen Zahlen von 1 bis ^(>t— 1) bilden, und er ent- 
wickelt die Bedingungen, unter denen eine solche Darstellung von («, xy 
möglich ist, ohne jedoch die Frage allgemein zu untersuchen, ob überhaupt 
— wie er offenbar vermuthet hat — für alle Primzahlen X der Ausdruck 
(a, xy als Product conjugirter t/^-Functionen darstellbar ist. 

Es sind, wie ich glaube, diese hier mitgetheilten weiteren, die Re- 
duction der t/' - Functionen betreffenden Entwickelungen in den Jocofrischen 
Vorlesungen — nicht aber jene einfachen und kurzen Bemerkungen über 
die Reduction der Anzahl der t/^ - Functionen auf den sechsten Theil — 
welche in der von Herrn Schwering citirten Stelle des ßacAmofinschen 
Werkes *) gemeint sind, wo es heisst : „die i//-Functionen können sogar auf 
eine noch geringere Anzahl reducirt und die Rechnung dadurch vereinfacht 
werden. Indessen scheint es mir nicht angezeigt, diese feineren Unter- 
suchungen Jacobis hier zu reproduciren". 

Die Frage der Reduction der t/'-Functionen, mit welcher sich Jacobi 
eingehend beschäftigt hat, kann in sehr einfacher und eleganter Weise mit 
Hülfe derjenigen Mittel behandelt werden, welche ich in meiner Dissertation 



*) Bachmann, die Lehre von der Ereistheilung, S. 92. 
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über die complexen Einheiten angewendet habe (vgl. S. 3 dieses Bandes 
oder S. 125 meiner Festschrift zu Herrn Kummers Doctor- Jubiläum). Ist 
nämlich n Primzahl und y eine primitive Congruenzwurzel derselben, so 
sucht Jacobi eine der n-^l Functionen 

Vi,y« (m = 0, 1,... »-2)^ 

für welche sich öT als Product von Potenzen der conjugirten Functionen 
und der n—1 ebenfalls mit einander conjugirten Ausdrücke 

CÖjÖJ_, (' = 1,2, ... *-l) 

darstellen lässt, dass also eine Gleichung 

besteht, in welcher die Exponenten r und s ganze Zahlen bedeuten. Es 
macht hierbei keinen Unterschied, ob unter Gff, der allgemeine Ausdruck 

^CD^^Xr (r=ü, 1, ... n-1) 

r 

oder — wie bei der Jaco6ischen Frage selbst — der besondere verstanden 
wird, welcher entsteht, wenn man darin 

x^ = ar (r=<i, 1, ... n-i) 

und für X eine primitive p^ Wurzel der Einheit setzt; nur dass in diesem 
speciellen Falle das zweite Product auf der rechten Seite der Gleichung 
(p.) sich auf eine ganze (positive oder negative) Potenz der Primzahl p 
reducirt Jacobi stellt überdies, wie oben auseinandergesetzt worden ist, an 
jene in der Gleichung (Q.) enthaltene Darstellung von cö" die Anforderung, 
dass sie „erkennen lasse'S welche der n^^ Wurzeln den verschiedenen con- 
jugirten Werthen cD, zukommen, d. h. dass bei einer solchen Darstellung das 
Verhältniss cD^:cö?y durch vollständige n^ Potenzen der v Functionen aus- 
gedrückt erscheine. Hiemach müssen die Exponenten r^^^ da in cd;^ das 
erste Product rechts: 

^V^IjA+i.,y*+m+i oder ^ V^i'JiJ*^ ^*"''' '' '" ""'^ 

wird, den Congruenzbedingungen 

(Ä\) yrf, =Ei r^^i (mod.») cä=ü, i, ... «-2) 

genügen. — Setzt man in der Gleichung (Q.) an Stelle der Functionen tp 
ihre Ausdrücke durch die Functionen (B, so kommt: 
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weon die Zahl / dnrch die Congnienz: 

/=:l+y^ (mod.ii) oder /=ind.(l+y*) (mod.(ii— 1)) 

beBtimmt wird. Die Exponenten r nnd s sind hiernach, abgesehen von den 
Congmenzbedingungen (A^.)? ^^^ tind allein dnrch die Bedingungen: 

bestimmt, wenn 

v = |(«-l), (^0^ = für A>0, (^00=1 

ist, nnd wenn sowohl die Exponenten r als auch die Exponenten s, deren 
Indices sich nur durch ganze Vielfache von n unterscheiden, als identisch 
gelten, so dass für jede Zahl h 

ist Bedeutet nun ^ irgend eine primitive («— 1)*« Wurzel der Einheit und 
multiplicirt man die Gleichung (A.) mit ^ und summirt alsdann ttber alle 
Zahlen & = 0, 1, ... it — 2, so erhält man die Gleichung: 

f (r*-r,_,+ r,_)S**+f («A+**-.)C** = « c*. *=o. i, ... -.2), 

welche unmittelbar in folgende zu transformiren ist: 

diese liefert, da ^ == — 1 ist, für ungerade Zahlen h die Bedingungsgleichung: 

und also, wenn unter ss eine Variable verstanden wird, die Congruenz- 
bedingung: 

(!-«'+ «'")-Sr,»*+(l+0-^«*«* = « (mod.(»-^-l)) (a=ü. i. ... .^2). 

A A 

Da n—l = 2v ist, so enthält diese Congruenzfoedingang die folgende: 

(Ä".) (!-»'+ »")^r»»* = n (mod.Ca'+l)) (»=o. i, ... — j), 

welche aber zugleich hinreichend ist; denn, wenn ^r^«^ dieser Congnienz 
und also einer Gleichung 

A 

genttgt, so werden die Zahlen s durch die Congruenz 

JlSf.s'^ ^ — *(*) (mod.(«''— 1)) (*=o, 1, ... •-«> 

bestimmt. Die Gleichung (R\) oder die damit vollständig äquivalente 
Congruenz (A".) bildet also zusammen mit den Congruenzen (R^.) die noth- 
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wendige nnd hinreichende Bedingung für die Lösbarkeit der oben bezeich- 
neten /aco6tschen Aufgabe. 

Die Congruenzbedingungen (R\) lassen sich in die folgenden trans- 
formiren: 

Ta ^ y~*rü (mod.«) (a=i,2, ...»-2)^ 

welche zeigen, dass 

-Sr^^* ^ rü-^y"*S* (mod.n) (a=o,i, ...•-?) 

sein muss. Da hiemach fttr das Divisoren-System (vgl. Bd. 92 S. 72) 
die Congruenz 

und also, falls & >> 1 ist, die Congruenz 

-^r^S* ^ (A=ü. 1, ... .-2) 

bestehen muss, so folgt, dass die complexe Zahl -Sr^C* durch jeden der 
„algebraischen Divisoren" *) 

div[ntf + y — S*] (»«^ ^ — •-2) 

theilbar sein muss. Nimmt man für k nur Zahlen, die kleiner als it— 1 
und zu n— 1 relativ prim sind, so repräsentiren die verschiedenen algebraischen 
Divisoren div [im -hy — £*] die sämmtlichen conjugirten oder verbundenen 
Primtheiler von n in der Theorie der aus primitiven Wurzeln der Einheit 
^ gebildeten complexen Zahlen, so dass das über alle Zahlen k erstreckte 
Product 

/Zdiv[«fi+y-£*] 

der Primzahl n absolut äquivalent wird. Da nun für & > 1 die Congruenz 

-Sr*^* =: (mod[ii«+y — ^*]) (a=ü, 1, ... *-2)^ 

also für atte Werthe von k die Congruenz 

div[«ii+y — C]--^nC* ^ (mod [iiti + y — ^*]) (a=ü, 1, ... n-2) 

besteht, so muss das Product auf der linken Seite dieser Congruenz durch 
das Product aller conjugirten Primtheiler div[ii«+y- ^], d. h. also durch die 
Primzahl n theilbar sein. Mit Benutzung der Gleichung (R\) kommt daher: 

div[iii« + y-S].-Sr,S* = (mod.(l-S' + C"')-Sr,^*) (a=ü, 1, ... -2) 



*) Vgl. § 15 meiner Arbeit im 92. Bande dieses Journals. 
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oder 

äiv[nu+y-^ = (mod.(l-C'+^")). 

Andererseits ist aber: 

1 — y'+y" ^ (mod.«) 



und also: 



Es muss daher 



1-^'+^ = (mod[«ti+y-S]> 



1-^4-^« oo div[iiw+y-S], 

d. h. es muss die complexe Zahl 1— C'+S* selbst ein Primtheiler von n 
und also 

(S.) Nm(l-^'+?*) = n 

sein, wenn die Norm das Product aller derjenigen complexen Zahlen 
1— ?+?* bedeutet, in welchen ^ irgend eine primitiee (»— 1)^ Wurzel der 
Einheit ist. 

Die für die Lösbarkeit der /aco6ischen Aufgabe erforderliche, aber 
nicht ausreichende Bedingung (S.) ist flir alle Primzahlen ii = 3, 5, 7, ... 
bis 11 = 43 erfüllt; flir ii = 47 aber nicht. In diesem letzteren Falle ist 
nämlich — ^ eine primitive 23*^ Wurzel der Einheit, und die Zahl 47 ist 
nicht als Norm einer aus 23^®^ Wurzeln der Einheit gebildeten complexen 
Zahl darstellbar ; es giebt also überhaupt keine complexe Zahl, welche der 
Primform iiw—2 — ^ oder dem algebraischen Primtheiler div[ii«— 2— Q 
äquivalent wäre, welche also die für eine der complexen Zahlen 1— ?+?" 
verlangte Bedingung erfüllte*). Wenn aber von der zweiten durch die 
Congruenzbedingungen (R\) ausgedrückten J0co6tschen Forderung abgesehen 
wird, so ist die Aufgabe auch für n = 47 noch lösbar, d.h. es lässt sich 
auch in diesem Falle noch ö)* als Product von Potenzen conjugirter ^-Func- 
tionen darstellen. Hierfür ist nämlich die in der Gleichung (Ä'.) oder in 
der Congruenz (ß".) ausgedrückte Bedingung einzig massgebend, und es 
soll deren Inhalt nunmehr näher dargelegt werden. 

Da die Congruenz (Ä".) für sich, d. h. abgesehen von den jetzt bei 
Seite zu lassenden Congruenzbedingungen (ß".), ganz beliebige ganzzahlige 
Werthe der Coefficienten r gestattet, so kann dieselbe, unter Anwendung 
der in meiner Arbeit (im 92. Bande dieses Journals) eingeführten Divisoren- 



*) Es ist hier die primitive Wurzel — 2 für y genommen. 
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Systeme höherer Stufen, einfach durch die Congruenz: 

(T.) n = (modd.l-a'+a-, l+z') 

dargestellt werden, in welcher (1— a'+a"*, 1+«*^) ein Divisoren - System 
zweiter Stufe ist Dieses Divisoren-System ist in Factoren zerlegbar, welche 
den einzelnen irreductibeln Factoren von 1+ a*' entsprechen. Sind nämlich 
F(a) und G(z) zwei Divisoren von 1+ä% die mit einander keinen gemein- 
samen Theiler (erster Stufe) haben, so ist das Modulsystem 

aus den beiden Modulsystemen 

(I-ä'+ä-, F(ä)), (I-ä'+ä-, G(ä)) 

zusammengesetzt*), da bei der Multiplication der Elemente dieser beiden 
Modulsysteme zuvörderst das System 

((1_^'+^-)^, (1..^/+^-.)F(ä), (1-ä'+«-)G(ä), F(ä).G(ä)) 

resultirt und aber die in den drei ersten Elementen mit (1— «'+»"•) multi- 
plicirten Functionen 

ein Modulsystem bilden, welches äquivalent Eins und daher kein Modul- 
system im eigentlichen Sinne des Wortes ist Um dies näher darzulegen, 
hebe ich zuvörderst hervor, dass die Eliminationsresultante von F(z) und 
6(a), als homogene lineare Function derselben, dem Modulsystem (F(»), G(z)) 
als ferneres Element hinzugefügt werden kann. Diese Resultante wird 
durch das Product aller Factoren (S*— ^*) dargestellt, welche man erhält, 
wenn man für C* all© Wurzeln der Gleichung F(a) = und flir ^* alle die- 
jenigen der Gleichung G(j5) = setzt; ihr Werth ist eine ganze Zahl d, 
und da sie durch ein Product 



±/7(l-^*-*) oder ±/7(l-e "" ) 



*) Vgl. Bd. 92 dieses Journals, S. 78, V. Es kann übrigens an der bezeichneten 
Stelle hinzugefügt werden, dass ein Modulsystem (ilf.ilf^ ilfj, ilf,, ...) auch dann aus 
den beiden Systemen (M,M^^M^^ ,..), (ilf'^ilfj, ilf„ ...) zusammengesetzt ist, wenn das 
Modulsystera {M,M\M.^,M^^,,,) c\) 1 ist; denn das componirte System ist aus den 

Elementen 

M.My iPf.Jlfj, M,M^^ ••*) M ,M^^ M ,M^^ •••i M^,M^^ jtf, .ilf|, ... 
zu bilden, und für jeden Werth ä = 1, 2, ... können die Elemente M.M,,, M\Mk, 
M^.Mh, M^.Mh, ... durch das einzige Element M^ ersetzt werden, weil das aus den 
damit multiplicirten Elementen gebildete System der gemachten Voraussetzung gemäss 
äquivalent Eins ist. 

Journal für Mathematik Bd. XGIII. Heft 4. 45 
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gegeben ist, so kann sie nur ein Divisor von v sein. Es mag hier bei- 
läufig bemerkt werden, dass, wenn dieser Divisor d von Eins verschieden 
ist, die Functionen F(ss) und G(«) ein Divisoren-System zweiter Stufe ge- 
mein haben; so ist z. B. 

l+z'+z' = (l+a+Ä^)(-2-h2a-a^+a*)-h3, 

also 

l-t-Ä^H-a« = (modd.l-ha + a^ 3), 

und das hier auftretende Modulsystem airei/er Stufe (1+« + »^, 3) ist daher 
in den 6etc/en Functionen 1+a + a^, l-f-^^+Ä^ zugleich enthalten, wenn die- 
selben auch keinen Divisor erster Stufe gemein haben. — Nach vorstehender 
Darlegung findet nun die Aequivalenz 

(1_^'+^".^ F(ä), G(ä)) oo (I-^ä'+ä^ F(a), G(«), d) 

statt, und da auf Grund der Congruenz (T.) die Zahl n die beiden Modnl- 
systeme 

und demnach auch das den beiden gemeinsame Modulsystem 

(!-«'+«-, F(a), G(*)), 

also auch das diesem äquivalente 

(l^V-h«-, F(*), G(«), d) 

enthalten muss, so kann eben diesem Modulsystem die Zahl n als Element 
hinzugefügt werden'*'). Alsdann kommen aber die beiden Zahlen d und n 
als Elemente vor, und da d ein Theiler von v und also von n— 1 ist, so 
ist schon das Modulsystem (d,n) und daher auch das Modulsystem 

(1-«'+*^ F(a), G(^)) 
äquivalent Eins. Hieraus folgt aber, dass in der That, wie oben behauptet 
worden, das System 

aus den beiden Modulsystemen 

(1_^'+^-^ F(ä)), (!-«'+«% G(ä)) 

componirt ist. Führt man, wie im § 22 meiner im 92. Bande dieses Journals 
abgedruckten Arbeit, an Stelle der Divisoren - Systeme die „Formen^ mit 
„Unbestimmten" w, u', ... ein, so besagt die Congruenz (T.), 



*) Vgl. Bd. 92 dieses Journals, S. 77, III. 
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dass die Form zweiter Stufe (1— J5'+a"')fi+l+a*' in der Zahl n 

enthalten sein muss*). 
Hiernach muss, wenn F(a), wie oben, einen Divisor von l+a*^ bedeutet, 
auch die Form 

in der Zahl n enthalten sein, und andererseits ist, wenn die beiden Formen 

in n enthalten sind, nothwendig auch die aus beiden componirte Form 

(1- a'+ a") fi + F(») . (? («) 

in der Zahl n enthalten. Da nämlich, wie oben dargelegt worden, das 
Modulsystem 

(l-^'+«% F(a), G(a)) 

äquivalent Eins ist, so haben jene beiden Formen keine andere mit einander 
gemein, und das Enthalten-Sein jeder einzelnen hat darum das des Products 
zur Folge. Um dies aber hier ohne Bezugnahme auf meine mehrfach er- 
wähnte Arbeit nachzuweisen, seien F(ä), ^(ä), ä(») ganzzahlige Functionen, 
welche die für die Aequivalenz 

(!-«'+«% F(a), G(ä)) CO 1 
erforderliche Gleichung 

(l-V+OP(«) + ^(«)P(»)+G(«)ß(«) = 1 
erfüllen. Es seien ferner *(ä), *i(ä), ¥^(ä), ¥^i(ä) ganzzahlige Functionen, 
welche die den Congruenzen 

n = (modd. I-ä'+ä", F(ss)), n = (modd. l-a'+a"*, G(ä)) 

entsprechenden Gleichungen 

« = (1- «'+ ä"*) * (3) + F(a) *i (a), « = (1- ä'+ »") ^(ä) + G (a) ¥^1 (a) 

befriedigen. Alsdann findet die Gleichung 

«= (l-a'+a'")(G(Ä)ß(a)*(«)+F(a)p(a) ?F(«)+«P(«))+F(a)G(Ä)(Ä(a)*i(Ä)+p(») ?F,(»)) 

statt, welche sich durch die Congruenz 

n = (modd.l-Ä'+Äl, F(a).G(a)) 

darstellen lässt und welche zeigt, dass in der That die Form 

(l-Ä'+Ä"')fi + F(a).G(a) 



*) Vgl. Bd. 92 dieses Journals, S. 85, I. und S. 91, IX^ 
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in der Zahl n enthalten ist. Die Congruenz (T.) kann defnnach durch die 
Congruenz 

(r.) n = (modd.l-a'+j»"', /;(«)) c*=i.i....) 

ersetzt werden, wenn darin /*(») alle verschiedenen irredactihlen Factoren 
von »"+1 repräsentirt, und die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafür, dass sich eö" in der Form (Q\) mit irgend welchen Exponenten r, 
d. h. ohne die beschränkenden Congruenzen (A^), darstellen lasse, können 
also auch dahin formulirt werden, dass es Zahlen l, m geben muss, 

für welche die sämmtlichen Formen zweiter Stufe (l-^Ä'+a"*)tt+^(») 
in der Primzahl n enthalten sind, oder für welche die Primzahl n 
durch jede der complexen Zahlen 

1— ^"4- C*"* (*= *' 5' «' ••• "-^) 

theilbar ist. 
Die Werthe ^, £^, £*, . . . ^"^^ sind nämlich die v verschiedenen Wurzeln 
der sämmtlichen Gleichungen ff,(z) = 0, und es zeigt sich daher als Resultat 
der vorstehenden Entwickelung, dass die aus der Gleichung (R'.) unmittel- 
bar als nothwendige Bedingungen folgenden Congruenzen 

(r.) » = (mod.(l-S*'+S*")) (*=i,3,5,.....7) 

zugleich ein System von hinreichenden Bedingungen für die Darstellung 
(Q'.) bilden. Es sind also Eigenschaften der Zahl n in der Theorie der 
aus (» — 1)*®^ Wurzeln der Einheit gebildeten complexen Zahlen oder 

also Eigenschaften von n im Rationalitäts - Bereich [e*~^]*), auf denen die 
Möglichkeit jener Darstellung der Kreistheilungs- Ausdrücke durch t/'-Func- 
tionen beruht, und darin liegt es, dass Jacobi, der in seinen Vorlesungen 

im Jahre 1836 die Theorie der complexen Zahlen des Bereichs [e*~*] noch 
nicht benutzen konnte, bei Aufsuchung jener Darstellung zu der schon oben 
citrrten Aeusserung veranlasst wurde: „es sei sehr schwer ein allgemeines 
Verfahren anzugeben, indem jede Primzahl (n) hier als Indieiduum auftrete, 
für welches bis jetzt ganz besondere Verfahrungsarten angewendet werden 
müssten". 

Um die obigen Ausfuhrungen an einigen Beispielen zu erläutern, 
knüpfe ich zuvörderst an die auf S. 347 mitgetheilte /acoÄische Darstellung 



*) Vgl. Bd. 92 dieses Journals, S. 14. 
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von eö*^ oder (a, xy^ an, ßo dasB 

n = 19, y = 2, V'^C«) = ö>iö>2 «>3"^ iw = 1, / = 13, v = 9 
wird, da 2^^ ^ 3 (mod. 19) ist Alsdann ist 

(l-»^^+a)^r,a* = 19 (mod.(«^+l)), 
wenn 

(U.) -Sr,»* = 4 + 2» + »'+ Ö8*+ 6«"+ 3a'+ 9»"+ 7a"+ 8«" 

genommen wird, und die hierdurch definirten Zahlen r bilden die Exponenten 
der conjngirten ^Functionen bei jenem Jaco6ischen Ausdrucke. Hier ist 
also, wenn — ^ eine primitive neunte Wurzel der Einheit bedeutet, 

19 = (mod.(l-S'^+C*)) cb=i,3,5,...i7)^ 

und diese Congruenz besteht für alle neun Werthe von k^ wenn sie nur für 
&= 1, 3, 9 erfüllt ist. Für & = 1 ist nun l-C'H^ oder, was dasselbe ist, 
1+^ + ^ in der That ein complexer Primfactor von 19 und erfüllt daher 
die obige Bedingung (jS.), während sowohl für & = 3 als für & = 9 

l-^'*+S* = 1 
wird. Die durch die Gleichung (U.) definirten Exponenten r genügen somit 
allen Jacobischen Forderungen. Wird aber 

n = 47, y = -2, v = 23 

genommen, so kann — wie schon oben dargelegt worden — den sämmt- 
lichen Jacobischen Forderungen nicht genügt werden, sondern nur insoweit, 
als von den Congruenzbedingungen (Ä".) abgesehen wird. Jede v-Function^ 
welche nach der Jaco6fSchen Bezeichnung den Index y*" hat, d. h. also: 

yj^^ oder ö), ö)^^ ©-^^^ 

wird durch die Zahl m oder auch durch die complexe Zahl 

bei welcher / durch die Congruenz 

l-/+y" = (mod.ii) 
bestimmt ist, vollkommen charakterisirt. Für je sechs dieser v/-Functionen, 
welche nach der oben mitgetheilten Jaco6tschen Bemerkung sich unmittel- 
bar auf einander reduciren, sind die beiden Zahlen /, m beziehungsweise: 

(/,m), Q-m^-m)^ (m+v,l+v)j (m—l,-l-r), (—m+v.l-m+y), (-l.m-l—v); 

es sind also die complexen Zahlen 

i~^'+C", 1-^-+^-^ i+S"-?, 1-^--^', l+^"•-t'-^ i-^'-C"-', 
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welche den sechs Functionen xp entsprechen. Diese unterscheiden sich von 
einander theils gar nicht , theils nur durch einfache Einheiten ^""^ — C'^ ... 
Die eine complexe Zahl 

ist daher für die sämmtlichen sechs auf einander zurlickführbaren ^-Func- 
tionen charakteristisch, und es ist für die Zahl / z. B. nur je einer von den 
sechs Werthen 

zu nehmen. Setzt man nun /3 = — ^, so dass für « = 47 mit ß eine pri- 
mitive 23«*® Wurzel der Einheit bezeichnet ist, so sind die einzig in Be- 
tracht kommenden acht Functionen yj: 



o; 


ro,ro. 


ro.o. 


C5, üf^ 


«.«5 


1 *^« 


ro.ra. 


o, ro,o 


». ' 


«»a ' 


«. ' 


"'s 


o 


««, ' 




«».. 



beziehungsweise durch die complexen Zahlen 

2-/3, Uß-ß-^, l-^ß-'-ß", Uß'^ßP, l'ß^'ß^\ Uß-'-ß''\ l+/3-V^ l-ß'^-^ß^ 

charakterisirt. Von diesen Zahlen sind die 2^ und 6*«, sowie auch die 4*® 
und 7*0 mit einander conjugirt. Die 5*« und 8^ Zahl sind, abgesehen von 
einer einfachen Einheit, ebenfalls mit einander conjugirt, da 

ist Da nun jede der acht complexen Zahlen den algebraischen Primtheiler 

div[47fi+2-/3] 

enthält, so enthalten jene sechs, d. h. die 2*«, 4^, 5^, 6*®, 7*« und 8*« der 
complexen Zahlen ausser div [47ii + 2 — ß] noch einen der damit conjugirten 
Primtheiler. Die erste und dritte dagegen, nämlich 2-/3 und l+ß^+ß^, 
enthalten nur div[47fi+2— /?] und keinen der damit conjugirten Divisoren; 
diese beiden complexen Zahlen enthalten daher, da div[47fi-f-2— /?] keiner 
complexen Zahl in ß absolut äquivalent ist, noch algebraische Divisoren 
gewöhnlicher, von 47 verschiedener Primzahlen, und können also nicht, wie 
es die Congruenz (T.) verlangt, als Theiler in der Zahl 47 enthalten sein. 
Die anderen sechs complexen Zahlen sind dagegen in der That Divisoren 
der Zahl 47, und jede derselben ist dem Producte von zwei conjugirten 

Primtheilern 

div[47ii-f2-/?] 

absolut äquivalent. So ist z. B. 

l+ß^ß-'c\j div[47fH-2-/y].div[47ii-f2-/3-^, 
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da eiuerseitö die complexe Zahl links durch jeden der beiden Primtheiler 
rechts theilbar ist, und da andererseits das Product der 11 conjugirten Zahlen 

1+/3'' -/?-*'' (,=.1,2, 3, ...11) 

gleich 47 ist, so dass die Zahl 1+ß—ß^* nur Primtheiler von 47 und von 
diesen selbst nur zwei conjugirte enthalten kann. Da die Zahl l+ß—ß"* 
die v^-Function cöi cö^ cö^^ charakterisirt, so ist die 47st« Potenz von ö> mittels 
eben dieser v/-Function in der Form (Q.) darstellbar, ohne dass jedoch die 
Exponenten r darin die Congruenzen (Ä".) befriedigen. 

Dass, wie Jacobi vermuthet zu haben scheint, die von ihm mit (a, xy 
bezeichneten Kreistheilungs -Ausdrücke, stets als Producte conjugirter tp- 
Functionen darstellbar sein sollten, ist nach den oben dafür gefundenen 
Bedingungen (T.) kaum anzunehmen; denn darnach müsste stets eine Zahl 
m existiren, für welche jede der complexen Zahlen 

WO ^ eine Wurzel der Gleichung ^i(^-^>+ 1 = bedeutet, entweder eine com- 
plexe Einheit oder aber ein Product conjugirter algebraischer Primtheiler 
von X ist. Ich habe jedoch noch für keinen Werth von X feststellen können, 
dass diese Bedingungen nicht erfüllbar sind. Die erste Primzahl, welche in 
dieser Beziehung zur Untersuchung geeignet erscheint, ist l = 83. Indessen 
hat die von Jacobi erstrebte Darstellung von (a, a:)\ ohne jene Congruenz- 
bedingungen (Ä".), keinerlei theoretischen Werth; und mit den bezeichneten 
Congruenzbedingungen ist — wie oben gezeigt worden — die Darstellung 
schon für A = 47 nicht mehr möglich. Wenn die Congruenzbedingungen 
(R\) erfüllbar sind, ist die für die Function yj „ charakteristische complexe 

Zahl 1—^'+^ ein complexer Primfactor der Primzahl n^ welche bei Jacobi 
mit l bezeichnet ist, und gerade auf dieser Eigenschaft, nicht auf der einfachen 
Bildung und Gestalt der v^-Functionen , beruht ihre theoretische Bedeutung 
für die Kreistheilungs-Gleichungen wie fUr die ^6e/schen Gleichungen über- 
haupt. Tritt nämlich an die Stelle von 1—^'+?" irgend eine complexe Zahl 

£qk^^ (A=", 1, ...«-2), 

h 

für welche die Bedingungsgleichung (Ä'.) 

erfüllt ist, während die Zahlen r^ den Congruenzbedingungen (R\) genügen, 
so ist genau so wie oben zu erschliessen, dass der Gleichung (5.) gemäss 

(S\) Nm£qX' = n 
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sein muss. Eine solche complexe Zahl £ q^ ^* charakterisirt alsdann einen 
Ausdruck V^^ der sich durch die Gleichung 

h ^ 
bestimmt und die Eigenschaft hat, dass sich oT in der Form {Q.) darstellen 
lässt, wenn darin an Stelle jener specielleren Functionen rp diese allgemeineren 
V gesetzt werden. Aber nicht bloss für den Fall, dass gemäss der Be- 
dingung (ß\) die Primzahl n sich als Norm einer comp] exen Zahl in X> 
darstellen lässt, sondern ganz allgemein führt die obige Deduction, wenn 
darin au Stelle von 1— C'+^"* irgend eine complexe Zahl in ^ genommen 
wird, zu Resultaten über die verschiedenen Arten der Darstellbarkeit von 
Wurzeln Abelscher Gleichungen, welche ich in einem anderen Aufsatze 
näher darlegen werde. 

Für den Fall der Kreistheilung erlangt man mit Hülfe der ^-Func- 
tionen, wie von Jacobi in seinen Vorlesungen hervorgehoben wird, eine 
zahlentheoretische Definition für die Coefficienten der oben mit ö)* bezeich- 
neten Ausdrücke, welche auch zu deren Berechnung sehr geeignet erscheint 
Aber wenn man zu Gunsten der Einfachheit der zahlentheoretischen Definition 
auf die Einfachheit der wirklichen Ausrechnung verzichtet, so ist es besser, 
den Werth des Kreistheilungs- Ausdrucks cö" direct, d. h. ohne Vermittelung 
durch die ^-Functionen darzustellen. 



IIL 
Bezeichnet man, wie oben (I.), mit w eine Variable, mit x eine 
primitive p^^ Wurzel der Einheit und mit g eine primitive Congruenzwurzel 
von p, ist femer n irgend ein Theiler von p— 1 und co eine primitive 
nie Wurzel der Einheit, so ist gemäss der obigen Formel (-4.), wenn darin 
l = n, I» = 1 genommen wird, 

WO c,„ c„ ... c„_i ganze Zahlen bedeuten, und es sind eben diese ganz- 
zahligen Coefficienten c, deren Bestimmung die Kreistheilung erfordert. Da 
nun, je nachdem k einen der Werthe 1, 2, . . . p— 1 oder den Werth p hat, 

^fr''x*^ = ir"-^"^'^-Sir'^a/ oder =0 (mod.(ii?"-l)) (r=u, i,..,p-2) 
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ist, 80 wird 

und die (n+l)- fache Summe 

ist daher dem Aasdrucke 

p{p—\)2CiU>^ («=0, 1, ••• »-!) 

für den Modul («?*—!) congruent. Die in Beziehung auf k allein ausge- 
führte Summation 



iE 



liefert aber den Werth p oder iViitf, je nachdem /'+fl^'H Hfl^ " durch p 

theilbar ist oder nicht, und es wird daher 

(K) £c,w' = -^ £ ^•'.+'-.+--+'-« (mod.(ii?--l)) o=o,i,...n-i), 

wenn die Summation rechts auf alle Werthe r, , r2 , ... r^ = 0, 1, . .. p—2 
erstreckt wird, welche die Congruenzbedingung 

/'+/*+••+/" = (mod.p) 

erfüllen. Setzt man w* an Stelle der Variabein to^ so werden die Coefificienten 
c algebraisch dadurch charakterisirt, dass ftir alle ganzzahligen Werthe von 
h die Gleichung 

besteht, und jeder dieser Coefificienten c< wird auf Grund der Gleichung 
(V.) in der elegantesten Weise rein arithmetisch als der (p— 1)'* Theil der 
Anzahl der modulo (^p —1) unter einander verschiedenen Werthsysteme ri, r2, ... r« 
definirt, welche den beiden Congruenzen 

ri+r2+-+r. = / (mod.«), /• + /• + ..+/" = (mod./i) 

zugleich genügen. Dieselbe Definition lässt sich noch in etwas anderer 
Weise formuliren, wenn man an Stelle der Zahlen r die durch die Con- 
gruenzen f^s (moA.p) erklärten Zahlen s einführt Alsdann hat man für 
«1, «2, ... «« alle diejenigen von den Werthen 1, 2, ... p— 1 zu nehmen, 
für welche die beiden Congruenzen 

«i«2..-««^fl''"*'*"> «i+«2H hSn^O (moä.p) 

zugleich erfüllt sind, wenn h eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Unter- 

Joumal für Mathematik Bd. XGIII. Heft 4. 46 
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scheidet man nun die sämmtlichen modnlo p verschiedenen Zahlen nach 
den n Gruppen, von denen eine durch die n^^ Potenzreste gebildet wird, 
i| so wird der Werth von 

(p— 1)C^ 0=», 1, ...ft-i) 

einfach als die Anzahl der nach dem Modul p verschiedenen Systeme eon n 
Zahlen Si^ s^^ ... s^ definirt^ deren Summe durch p theilbar ist^ und Heren 

Product &u der durch ^ bestimmten Gruppe von -^ Zahlen gehört. End- 
lich möge noch die Gleichung selbst, welche entsteht, wenn in (F.) die 
Variable w durch w* ersetzt wird, hier ausdrücklich hervorgehoben werden, 
nämlich die Gleichung: 

in der die Summation rechts nur auf alle diejenigen Werthe ri, rj, ... r. = 0, 
1, ... p — 2 zu erstrecken ist, welche die Congruenzbedingung 

/*+S^*+--+/* = (mod.p) 
erfüllen. 

Es bedarf kaum der Erwähnung, dass bei der Zählung der ver- 
schiedenen Werthsysteme rj , r2 , ... r, und «i , «2 , • • • s^ z. B. die beiden 
Werthsysteme 

Ti = 0, rj = 1, Ta = 2, ... ; ri = 1, rj = 0, rj = 2, ... 

als zwei verschiedene zu rechnen sind. Bezeichnet man nun mit mj, die 
Anzß^hl derjenigen Zahlen r, die gleich & sind, so gehen die beiden obigen 
Congruenzen 

Ti + rj+'+r, =/ (mod.«), g^' + /'+•+/" = (moä.p) 
in folgende über: 

(W.) Skmj^^t (mod.w), -Z&mi„d.(t+i) = — w (mod.p) 

mit den Bedingungen 

£mj,^ny &= 1, 2, . . . p — 2. 

Denn jene Congruenz g''+s|'^^ hfl^'^^^O (mod.p) ergiebt zuvörderst die 

folgende : 

£ m^g^^O oder «+ £ mJif'—l^^O (mod.o), 
da u = »Wü + Uli H h »w„_2 ist , und die letztere Congruenz flihrt , wenn 
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^— 1 ^ k (moA.p) gesetzt wird, unmittelbar zu der zweiten von den Con- 
gruenzen ( W.). Es lässt sich hiemach der Coef&cient c, auch in der Form : 

J^s * 

darstellen, wenn die Summation auf alle Werthe «lo, mi, ... «1^.2 = 0, 1, 2, ... w 
erstreckt wird, für welche ausser der Bedingung 

noch die beiden Congruenzen ( W.) befriedigt sind. Dabei hat man, wie ge- 
wöhnlich, m] gleich dem Product 1.2.3...m zu nehmen, wenn i»>0 ist, 
während man, wenn m = ist, m ! = 1 zu setzen hat — Setzt man mj, = Ivy 

so ist /a die Anzahl derjenigen Zahlen 8y die gleich h sind, und es wird: 

wenn die Summation auf alle diejenigen Werthe ^, 4» • • • 'p-i = 1» 2, . . . « 
erstreckt wird, für welche 

/i+/2 + (i+ •H-/p-i = i», ^ + 2/2 + 3(, + ... + (p-l)/p-i = (mod.p) 
ist, und für welche zu gleicher Zeit der Rest der Zahl 

2S3\..(/i-l)^-^ 

modulo p zu der Gruppe der Reste ^^ 3^*+"^ 5^*+^% . . . gehört So erfüllen 
für I» = 2, p = 7 die Werthsysteme : 

/, = 1, 4 = 1, «1=1; 4 = 1, 4 = 1, 4=1 
4-2, 4=1; 4 = 1, 4 = 2; 4 = 2, 4=1; 4 = 2, 4=1; 

4 = 1, 4 ^^ « ; 4 =^ 1, tQ=^ d 

die Bedingungen 

4+4+4 + 4+4+4 = 3, 4 + 24+34+44+54+64 = (mod.7), 

wenn diejenigen l^ die weggelassen sind, gleich Null genommen werden; 
für die beiden ersten Systeme / wird nun / = 0, für die sechs anderen * = 2, 
und also, da hier ii!=/i— 1 ist, 

cb = 2, Ci = 0, c, = 3. 

Für eine beliebige Primzahl p von der Form 6&+1 und für « = 3 ist die 
Anzahl der Werthsysteme «i, «j, «3, für welche 81+82+8^^0 (mod.p) ist, 
gleich (p— l)(p— 2). Es ist daher Cü+Ci+C2=/i-2; femer wird, da 

(^ m^a/y = p (Cü+ Ci €0*+ Ca co'*) (»-«o, h ... p-») 

46* 
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ist, die Zahl +a in der Gleichung 4/i = a'+276^ durch die Bestimmung 

3ci,— (cxi+ c^-\-c^^ ±a oder 3cij— (p — 2) = + a 

gegeben. Nach obigen Darlegungen ist nun (p— l)c„ gleich der Anzahl 
der Werthsysteme «i, «2, *3, wofür «1*2*3 kubischer Rest von p ist, und da 
«i+«2+«3^0 (mod.p), also 

*i + ^ + «3 ^ 3«i «2 *3 (mod.p) 

ist, so resultirt folgende bemerkenswerthe Lösung der Gleichung 4p=a^+276' : 

Es wird 

a' = (3ci,-p + 2y, 

wenn (p— l)co die Anzahl der verschiedenen Systeme eon Zahlen 

bedeutet, wofür die Summe «1+^2+^3 durch p theilbar und zugleich die neunfache 
Summe der Kuben 9 (s\ + «2 + «3) hubischer Rest eon p wird. So giebt es, um 
einige einfache Beispiele anzuführen, im Falle p = 7, nur die den Bedin- 
gungen genügenden Systeme: 

«1, «2? *3 = I7 ^) ^5 *1? *2? *3 = *i? 5? ö, 

deren Gesammtanzahl 12 ist, so dass c„ = 2 und a^ = 1 wird. Für p = 13 
giebt es nur die Systeme 

si, «2, «3 = 1, 3, 9; 2, 5, 6; 4, 10, 12; 7, 8, 11, 

deren Gesammtanzahl 24 beträgt , so dass ebenfalls c^j = 2 und aber 
a' = (3.2-~liy, also a^ = 25 wird. Für p = 19 existiren folgende Systeme: 

«1, «27 «3 ^ A, 3A, — 4A (mod. 19) (a=i, 2, ... is), 

«1, «2? *3 ^ *^ 7&, — 8& (mod.l9) (*=i, 2. 2», 2», 2- 2»); 

die Gesammtanzahl ist daher 6.18+6.6, und da diese den Werth von 18c„ 
giebt, so wird ci,= 8 und a^:=(3.8— 17)* = 49, und es ist in der That 
4.19 = 49 + 27. Ich bemerke schliesslich, dass sich ähnliche elegante Be- 
stimmungen für die Darstellung der Primzahlen in den Formen a*+6* und 
a*+26* aus den obigen Entwickelungen herleiten und aber auch auf die 
bekannten Resultate der Kreistheilungs-Theorie zurückführen lassen. 
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Zur arithmetischen Theorie der algebraischen Formen. 

(Von Kronecker,) 



I. Öind fl„ F, Fl ganze algebraische Formen irgend welcher Stufe, 
und sind F und Fi in Fy enthalten, so ist offenbar die componirte Form 
F.Fl in (fiF+Fi).Fo enthalten. Da nun die Form uF+F^^ gemäss § 22, IV 
meiner Festschrift zu Herrn Kummers Doctor-Jubiläum (vgl. Bd. 92 dieses 
Journals), den grössten gemeinsamen Inhalt der Formen F und Fi bildet, 
so zeigt sich, dass eine Form, welche zwei andere Formen enthält, nach 
Multiplication mit deren grösstem gemeinsamen Inhalt, durch das Product 
derselben theilbar wird. Auch in dieser Beziehung behalten also die Gesetze 
der gewöhnlichen Zahlen für die Formen ihre Gültigkeit. 

II. Bedeuten o:», x^^ ... die Elemente eines Fundamentalsystems 
der Species @, so kann die charakteristische Eigenschaft einer Fundamental- 
form von (@) mit den Coefficienten x\ x'\ . . . nach § 24 meiner Fest- 
schrift dahin formulirt werden, dass jedes der Producte a:S*\ x^^ als homo- 
gene lineare ganze Function von x ^ x'\ . . . setbsti, mit ganzen dem Stamm- 
bereich angehörigen Coefficienten darstellbar sein muss. Durch Multiplication 
einer Fundamentalform mit einer beliebigen Form entsteht hiemach wiederum 
eine Fundamentalform. Denn, wenn y irgend eine ganze Grösse des Art- 
Bereichs (@) bedeutet, so ist offenbar jedes der Producte x!^^ x^^ y eine 
homogene lineare ganze Function der Producte x^^y mit Stammbereich- 
Coefficienten , da jedes der Producte xi^^x^^ eine ebensolche Function der 
Grössen x^^ ist. Sind nun die beiden Fundamentalformen erster Stufe 

JJu^'^v^'^x^'^y^'^ Hw^'^z^'^ (*,<,»=!, 2,...) 

einander relativ äquivalent, so wird dies nach § 23, II meiner citirten Fest- 
schrift durch Gleichungen 
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charakterisirt, in welchen a?", ä" ganze, dem Art -Bereich (@) angehörige 
Grössen, die Coefficienten a,^ b^k aber ganze Grössen des Stammbereichs 
bedeuten. Ist die Form JSw^^^ ä^*^ eine Grundform von nur n Gliedern, wo 
n die Ordnung der Species @ bezeichnet, so sind die n den Werthen 
ft = 1, 2, ... n entsprechenden Functionen der Unbestimmten w, e : 

von einander unabhängig, und es können also dafür ebensoviel unabhängige 
Variable oder Unbestimmte u)\ u)'\ . . . tp^*^ gesetzt werden. Unter den 
gemachten Voraussetzungen wird daher 

durch die Substitution 

transformirt Bei dieser Substitution besteht aber auch die Gleichung (vgl. 
S. 105 meiner Festschrift): 

NmÄ^.Nm^tt^*^a?^*>.Nm^t?^»>yW ^ Nmaj^.Nm^ii^w-jW 

und also, nach Weglassung der grössten gemeinsamen Theiler auf beiden 
Seiten : 

Die Substitution, mittels deren das Froduct zweier primitiver Grundformen 
von beliebig vielen Gliedern 

Fm JS f|(*> x^'\ Fm JS f>^^ y^^ (*, i= i, 2, ...> 

in eine primitive Fundamentalform von nur n Gliedern 

k 

transformirt wird, bestimmt sich hiernach unmittelbar als diejenige, mittels 
welcher die aus den beiden algebraischen Formen JSvS^^x^^\ JSv^^y^^ com- 
ponirte Form in irgend eine ihr relativ äquivalente lineare Grundform von 
nur n Gliedern, -2"«?^*^ js^*^, übergeführt wird. 
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Preisaufgabe der Akademie der Wissenschaften zu 

Berlin für das Jahr 1884. 



JJie bis jetzt zur Begründung einer rein geometrischen Theorie der 
Curven und Flächen höherer Ordnung gemachten Versuche sind hauptsäch- 
lich deswegen wenig befriedigend, weil man sich dabei — ausdrücklich oder 
stillschweigend — auf Sätze gestützt hat, die der analytischen Geometrie 
entlehnt sind und grösstentheils allgemeine Gültigkeit nur bei Annahme 
imaginärer Elemente geometrischer Gebilde besitzen. Diesem Uebelstande 
abzuhelfen giebt es, wie es scheint, nur ein Mittel: es muss der Begriff der 
einem geometrischen Gebilde ungehörigen Elemente dergestalt erweitert werden^ 
dass an die Stelle der im Sinne der analytischen Geometrie einem Gebilde 
associirten imaginären Punkte, Geraden, Ebenen wirklich existirende Elemente 
treten, und dass dann die gedachten Sätze, insbesondere die auf die Anzahl 
der gemeinschaftlichen Elemente mehrerer Gebilde sich beziehenden, unbedingte 
Geltung gewinnen und geometrisch bewiesen werden können. 

Für die Curven und Flächen zweiter Ordnung hat dies v. Staudt in 
seinen „Beiträgen zur Geometrie der Lage" mit vollständigem Erfolge aus- 
geführt. Die Akademie wünscht, dass in ähnlicher Weise auch das im 
Vorstehenden ausgesprochene allgemeine Problem in Angriff genommen 
werde, und fordert die Geometer auf, Arbeiten, welche dieses Problem zum 
Gegenstande haben und zur Erledigung desselben Beiträge von wesentlicher 
Bedeutung bringen, zur Bewerbung um den im Jahre 1884 zu ertheilenden 
iS/emerschen Preis einzureichen. Selbstverständlich muss in diesen Arbeiten 
die Untersuchung rein geometrisch durchgeführt werden ; es ist jedoch nicht 
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nur zulässig, sondern wird auch ausdrücklich gewünscht, dass die erhaltenen 
Resultate auf analytisch-geometrischem Wege erläutert und bestätigt werden. 
Die ausschliessende Frist für die Einsendung der Bewerbungsschrif- 
ten, welche in deutscher, lateinischer oder französischer Sprache verfasst 
sein können, ist der 1. März 1884. Jede Bewerbungsschrift ist mit einem 
Motto zu versehen und dieses auf dem Aeusseren des versiegelten Zettels, 
welcher den Namen des Verfassers enthält, zu wiederholen. Die Ertheilong 
des Preises von 1800 Mark erfolgt in der öffentlichen Sitzung am LeibnU- 
Tage im Juli 1884. 
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